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 הקדמה

 

  להנדסת חשמלות בעיבוד תמונות בפקולטמתקדםספר זה נכתב כאסופת הרצאות לקורס 

של הספר נוספו מספר פרקים ) 2003אוקטובר (בגירסה חדשה זו .  בטכניוןולאחר מכן מדעי המחשב

ונספח בו , עיבוד תמונות צבע, רזולוציוניים-ייצוגים מולטי, המכסים נושאים בטומוגרפיה ממוחשבת

 .שחזור והתמרות , ובאות הרחבות בנושאים שונים כגון קוונטיזציהמ

 

דיון בנושאים ) ובעיקר בשפה העברית(אין בכוונתי לחדש בספר זה אלא לרכז באופן קריא ונוח 

ועל ריבוי בדוגמאות לשם , דגש מרכזי מושם על עדכניות החומר המובא כאן. מגוונים בעיבוד תמונות

 . MATLABי תוכנת " הפרקים נוצרו עהדוגמאות במהלך. המחשתו

 

לא סופית גירסה עדיין זוהי . בניית ספר זה מתבססת על מספר מקורות המתוארים בהמשך

אני מקווה לתקן ולעדכן ספר זה לכלל ספר נוח ואמין ללימוד .  במהלך הפרקיםולצערי עדיין ישנן שגיאות

 .  מתחיל ומתקדם בתחום–ני קורסים כך שיוכל להוות בסיס לש, עיבוד תמונות ולהוסיף לתוכנו

 

ושיחותיו עמי על נושאים שונים , דורון שקד על סיועו בקביעת תוכן הספר' אני רוצה להודות לדר

 .הנסקרים בו
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2 …...……………..……………..……………………….……………תמונה דיגיטלית  1.1

5 …………………………....……………….……………פלט לתמונות דיגיטליות \ קלט1.2

8 …………………………………………....…….…………… סוגיות בטיפול בתמונות 1.3
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שאלה זו . ומה ניתן ורצוי לבצע עליה, במסגרת פרק זה ננסה להגדיר מהי תמונה דיגיטלית 

". עיבוד תמונות"המוכר בשם הכולל , דירים תחום מחקר ופיתוח מרתקוהתשובות האפשריות לה מג

כל . חשוב לציין כי תחום זה קיים מלכתחילה בעיקר בשל ההתקדמות המטאורית בנושא המיחשוב

וזאת  , אלגוריתמים מבוססי מחשב–דהיינו , "דיגיטליים"העיבודים אותם נכיר במסגרת ספר זה הינם 

 ".עיבוד וניתוח ספרתי של תמונות"היה שם ראוי יותר לספר זה י, לפיכך. בניגוד לעיבוד אנלוגי או אופטי

 

, הטלוויזיה, אלבום תמונות משפחתי? מדוע כלל חשוב לדון בעיבודן? איפוא אנו פוגשים תמונות

אלה הם מקורות אשר מתרכזים בהעברת מידע ויזואלי –פרסומות רחוב ועוד , קריאה בעיתון, האינטרנט

 –א רצונם לנצל את שתי המצלמות המוצבות בפנינו מכנה משותף מרכזי למקורות אלו ואחרים הו. אלינו

פיו אנו מתמצאים -חוש הראיה מספק לנו בני האדם ולמגוון יצורים אחרים את עיקר המידע על. העיניים

מחקרים מלמדים שחלק ניכר במוח האדם משמש לעיבוד התמונה . ואפילו חושבים, פועלים, במרחב

ממחישה את כמות " תמונה אחת שווה אלף מילים"מירה הא, בהקשר זה. וניתוחה, הנקלטת בעיניים

 . האינפורמציה שניתן לדלות מתמונה אופיינית

 

איזה פעולות התמונה עוברת בדרכה מהחיישנים בעיניים ועד ? את התמונה" מעבד"כיצד המוח 

חום על אף ריבוי המחקרים בת. שאלות מסוג זה שאלו את עצמם חוקרים במהלך מאה זו? לגמר עיבוד זה

. האנושות רחוקה מלהבין את התהליכים המוחיים הכרוכים בטיפול במידע הויזואלי המוזן למוח, זה

ולאחר מכן לחקות את דרך , הוא הניסיון להבין" עיבוד תמונות"למחקר ב, אם כן, מוטיבציה ראשונה

הבנתנו ,  כאמור.אשר ידוע לנו שהמוח פותר, פעולת המוח ולפתור בעיות הקשורות בעיבוד מידע ויזואלי

 . את דרך פעולת המוח בהקשר זה הינה בסיסית ביותר
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י "הגדרת בעיות הקשורות בתמונות ופתרונן ע עוסקת גם ב"עיבוד תמונות", מכיוון הפוך

מניב תוצאות א כיוון זה ווק ד.תוך ניתוק מהשאלה על דרך פעולתו של המוח, אלגוריתמים ממוחשבים

 . דרךפריצת  להוותבדרך כלל זכתה  "ד תמונהעיבו" בו וזהו הכיוון, רבות ואיכותיות

 

וגישתנו תהיה כזו המנותקת ממערכת , "עיבוד תמונות"-וקרים פרקי יסוד בבספר זה אנו ס

ות ר הפרקים אותם נסקור נשענים על תורות שונות ומקו! אינו תיאוריה מגובשת"עיבוד תמונה". הראיה

לפרקים וררות  כארגז כלים מתוחכמים לפתרון בעיות המתע"מונהעיבוד ת" -חס ליניתן להתי. שונים

 חייב להיות מלווה "עיבוד תמונות"אמיתי של זו גם הסיבה שלימוד . בטיפול בתמונות דיסקרטיות

 . הנלמדים) הכליםכלי העבודה מארגז( האלגוריתמים בתרגילי מחשב בהם מתרגלים את

 

 מקורותיה אפיון, רטיתקתמונה דיס מהותה שלבפרק זה אנו מתחילים את הדיון בהגדרת 

אנו מסווגים משימות כש,  בקצרה את מגוון הפעולות הנחוצות על תמונותלאחר מכן אנו מזכירים. ויעדיה

אנו מזכירים מספר לסיום פרק זה . בשו במהלך שני העשורים האחרוניםאלה לתחומי מחקר שונים שהתג

 .בוד תמונותמה זו או אחרת עימצומצם של יישומים המערבים בר

 

 

 תמונה דיגיטלית 1.1

 

אלגוריתם אופייני . נדרש קודם להביאה אל המחשב, על מנת שנוכל להפעיל אלגוריתם על תמונה

, ובכן? ואיך הוא קשור לתמונה אמיתית, איך נוצר קובץ זה! יניח כי התמונה הינה קובץ מחשב לכל דבר

כפי שמתואר בציור , לבן-כי התמונה היא תמונת שחור נניח בשלב זה –נניח כי נתונה לנו תמונה על נייר 

" רמת אפור" תייחס (x,y) שלכל מקום במישור ,הרעיון הבסיסי הינו להתייחס לתמונה זו כפונקציה. 1.1

f(x,y) . וגווני האפור שביניהם יקבלו , 1 ולבן מוחלט הוא גובה 0אנו נניח כי גוון שחור מוחלט הוא גובה

 . מראה כיצד נראית התמונה הן כתמונה והן כפונקציה1.1ציור . [0,1]ינטרוול ערכים ממשיים בתוך הא

 

והפינה , הפינה השמאלית העליונה הינה שחור מוחלט ולכן גובהה הוא אפס, ל"פי הציור הנ-על

, בתמונה המתוארת ישנו מעבר חלק משחור ללבן.  בשל היותה לבן מוחלט1הימנית התחתונה בעלת גובה 

 . מימדי-ם בתמונה וגם ביריעה בתיאור התלתוהדבר ניכר ג

 

מדרגות אלה אינן חלק . בה ניכרות מדרגות )1.1צד שמאל של ציור ( תמונהה יתכן שבהדפסת :הערה

 .עליו עוד נדבר בהמשך,  ההדפסהתהליךמגבלות מהתמונה ומקורן ב

 

, )תחום התמך של התמונה (Ω מוגדרת מעל תחום הגדרה מוגבל f(x,y)ברור כי הפונקציה 

 :באופן פורמלי יותר נאמר כי התמונה היא התאמה מהצורה הבאה. וחסרת משמעות מחוצה לו

 

( ) [ ]1,0y,x:f ℜ→ℜ∈ Ω 

 

 : בשל שתי בעיות, אך בודאי לא מאפשר טיפול ספרתי, כל זה טוב ויפה
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זה אומר אינסוף בלתי ניתן ו,  ממשיים בתחום ההגדרה(x,y)התמונה מוגדרת מעל כל נקודה      .1

 .למניה של נקודות

י " ערך זה ידרוש ייצוג מדויק ע-  [0,1]כל נקודה מקבלת הפונקציה ערך ממשי באינטרוול ב .2

 . אינסוף סיביות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. שתי בעיות אלו מיתרגמות לצורך בכמות אינסופית של סיביות לשם ייצוג מלא של הפונקציה

ואף , מימדיים-מושג הדגימה מוכר לנו בהקשר לאותות חד. ונה הינו דגימה מרחביתהפתרון לבעיה הראש

ניתן לקבוע כי דגימה ) ומרווח הדגימה נקבע בהתאם לכך, כשהאות חסום תדר(ראינו שבמצבים מסוימים 

כשהפעם ישנו חופש גדול הרבה יותר , מימדיים ניתן ליישם דגימה-גם על אותות דו. אינה מאבדת מידע

כשכל שמבדיל ביניהם הוא ייחוס ,  ממחיש שתי צורות דגימה אפשריות1.2ציור . יעת אופן הדגימהלקב

 .אך בסיבוב שונה ביחס לצירים הראשיים, בשני המקרים מדובר בדגימה אחידה בשני הצירים. הצירים

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 גימת המישור שתי דוגמאות מתוך מגוון אינסופי של אפשרויות לד– 1.2ציור 

 ,  התמונה עצמה ברמות אפור–שמאל . מימדית- תמונה כפונקציה דו-  1.1ציור 

 )עם קווי גובה מוטלים למישור (2 התמונה כפונקציה המתארת יריעה מעל מימד –ימין 
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ה חשוב ואנו נקדיש לו דיון נושא הדגימ.  שלא מוזכרות כאן לדגימהקיימות כמובן מגוון אופציות אחרות

 בשני הצירים וכך קיבלנו את Dבשלב זה נניח כי מטעמי נוחיות בחרנו לדגום את הפונקציה במרווח . נפרד

 :מימדי הדיסקרטי הבא-האות הדו

 

( ) ( ) [ ]n,mfnD,mDfy,xf nDy,mDx ==== 

 

,  מאמציםכשאנו(ובסוגריים עגולים אותות מעל הרצף , אנו נסמן בסוגריים מלבניים אותות דיסקרטיים

אם תחום ההגדרה של ). בועז פורת בסיפרו על עיבוד אותות ספרתיים' את סימוניו של פרופ,  באופן זה

] -התמונה מלבני  ] [ ]D)1N(,0D)1M(,0 −×−=Ω , אזי הפונקציה הדיסקרטית מוגדרת מעל הערכים 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]1,01N,01M,0n,m:f ℜ→−×−∈ 

 

כאשר מרווח . 1 עד 0ם ממשיים בתחום  אלמנטיM על N  שלכך שהתמונה בנויה כמערך דו מימדי

במקרה זה אנו . ופרטים קטנים יותר ניתנים להכרה, גודל התמונה גדול,  נבחר להיות קטןDהדגימה 

רזולוציה מתייחסת לאו דווקא לגודל התמונה אלא ליכולת . נאמר כי הרזולוציה של התמונה טובה יותר

 . האבחנה בפרטים קטנים

 

אנו רואים ערכים  .1.3 על ערכיו מתוארים בציור מסויםתח תמונה נ, 1.1אם נחזור לציור 

הערך גדל , ועם ההתקדמות ימינה ולמטה, רונה הערך הנמוך ביותממשיים כך שבפינה השמאלית העלי

 . קלות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

נמיר , [0,1] במקום לייצג את רמות האפור כמספר ממשי בתחום –נפתור כעת את הבעיה השניה 

 L -נוכל להחליט כי כל רמת אפור תיוצג ב, לדוגמה. ייצוג בעל מספר סיביות קבוע וידוע מראש לןאות

    7.7191    7.6989    7.6783    7.6573    7.6358    7.6138 
 

    7.7411    7.7209    7.7003    7.6793    7.6578    7.6358 
 

    7.7626    7.7424    7.7218    7.7007    7.6793    7.6573 
 

    7.7836    7.7634    7.7428    7.7218    7.7003    7.6783 
 

    7.8043    7.7841    7.7634    7.7424    7.7209    7.6989 
 

    7.8244    7.8043    7.7836    7.7626    7.7411    7.7191 
 

 לו המתייחסיםכי רמות האפור  נתח מצומצם מתמונה וער– 1.3ציור 
 כשהם ברצף בין אפס לאחד
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) -י ההמרה "סיביות  ע ){ }]n,m[f12round L  לערך שלם [0,1] פעולה זו מעבירה כל ערך בתחום . −

0,12L]בתחום  ור כי פעולת הקוונטיזציה מאבדת בר).  כימוי-בעברית (פעולה זו קרויה קוונטיזציה . [−

 . כעת התמונה הינה מקבץ סופי של סיביות, בזכות אובדן זה, אבל! מידע

 

 ות נקודות תמונה הקרויNMי "י דגימה וקוונטיזציה מיוצגת ע"התמונה הדיגיטלית אותה בנינו ע

 MNLסך של ,  לכן. סיביותLי "וכל אחד מהם מיוצג ע, )Picture Elementקיצור של  - Pixel(פיקסלים 

50M,Nגדלים אופייניים לגודל תמונה יהיו . סיביות נחוץ לאחסונה של התמונה  לתמונה קטנה =

510M,Nועד , במיוחד ערך , באשר לעומק הקוונטיזציה. להדמאות לווין ותצלומי אוירואף יותר =

כך יוצא שנפח תמונה מינימליסטית .  גבוהים יותרLערכי אך ישנם מקורות עם , L=8אופייני מאוד הוא 

ותמונות חריגות עשויות להגיע עד , 100Kbytes – 1Mbyteתמונה בגודל סביר תצרוך , 2,500Byteהוא 

10Gbytes . 

 

דוק בין ל מחזיר אותנו לאמירה מתחילת פרק זה על הקשר הה"המידע הנור נפחי תיא

עבדן וכמובן היכולת ל, גם היכולת לאגור כמויות אלו. " תמונותעיבוד"-ההתקדמות בעולם המיחשוב ו

הופכת , תמונהב לפיקסל מכפלות 20 -כרוכה בגם פעולה פשוטה ה, לדוגמה. מציבים רף גבוה למחשבים

  .פיקסליםאשר מדובר במליוני להיות עצומה כ

 

ייצוג של אחת הדרכים המקובלות ביותר ל. לבן-כל שנאמר עד כה התייחס לתמונות בשחור

, כמקודם,  בתחום ההגדרה של התמונה תקבל לא ערך אחד(x,y)כל נקודה . RGBתמונות צבע היא מבנה 

י צירופים "ע. (Blue) וכחול (Green)הירוק , )Red(אלא שלושה ערכים המתייחסים לעוצמות האדום 

לאחר , לכן.  גווניםבעוצמות שונות של שלושת צבעי יסוד אלה אנו מסוגלים לייצר מגוון רחב מאוד של

ולכן , תמונה צבעונית תדרוש שלושה ערכים כאלו,  סיביותLבמקום מספר אחד בן , דגימה וקוונטיזציה

. דיון מעמיק בכלל בנושא צבעקיים ו, ם לתמונות צבעישנם גם ייצוגים אחרי. נפחה יהיה גדול פי שלוש

 .בע מפעם לפעםטופות לצלבן עם הצצות ח-סגרת ספר זה נתמקד בתמונות שחורבמ

 

מה . Still –כנקודה אחרונה במסגרת סעיף זה נזכיר כי כל האמור לעיל מתייחס לתמונה בודדה 

סרט היא פונקציה , לכן. t אך גם של הזמן (x,y)סרט הינו פונקציה של המקום , ובכן? באשר לסרטים

וכך יהפוך סרט רצף , הזמן נוכל גם לדגום בציר (x,y) -ממש כשם שדגמנו ב. f(x,y,t) מהצורה 3במימד 

 –קצב הדגימה בציר הזמן נקבע לפי תכונות מערכת הראיה שלנו . Stillלסידרה ארוכה של תמונות 
, לכן. תחושה של רצף) ולמוח שעובד מאחוריה( תמונות בשניה תיצור לעין אנושית 30מקובל כי הצגת 

 8 פיקסלים עם 100 על 100 של תמונה קטנה (10Kbyteלמשל אם תמונה בודדה בסרט היא בגודל של 

 נפחים אלו הם .1Gbyte -הרי שסרט כזה באורך של שעה ידרוש נפח אחסון של כ, )סיביות לפיקסל

רק בעשור האחרון מעיזים להיכנס לנושא . טיפול בוידאובנושא ה "עיבוד תמונה"-וב שחל ב לעיכהבהסי

  .יע כלים ואלגוריתמים לפעולות מורכבות בוידאוזה ולהצ
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 פלט לתמונות דיגיטליות\ קלט1.2

 

וראינו כי נחוצות פעולות דגימה וקוונטיזציה על , תיארנו כיצד מיוצגת תמונה דיגיטלית במחשב 

? כיצד? איזה התקנים מבצעים פעולות אלו. מנת להביאה ממצב של פונקצית רצף לקובץ מחשב תקין

אם על מנת לקבל את תוצאת , בונן בהנרצה לעיתים להת, בהינתן תמונה כקובץ מחשב, באופן דומה

? גם כאן עולה השאלה כיצד עושים זאת. או בשל רצוננו לראות את התמונה במהלך שלבי עיבודה, העיבוד

המטרה המרכזית היא להבין כיצד נוצרים . ל"במסגרת סעיף זה נציג באופן שטחי מענה לשאלות הנ

מסתיימים בהפקתה להתקן ו, שב לשם עיבודהעברתה למח, מונהמסלולים שלמים המתחילים בהרכשת ת

 .פלט

 

 הביתיות ווידאוהכגון מצלמות , מקור אפשרי ראשון של תמונה הוא מצלמה דיגיטלית 

 כאלו ותמצלמ.  ישנה מדיה דיגיטלית סרט צילוםבמקום החדישות בהן  Still -ומצלמות ה, האופייניות

זרם חשמלי \ אשר קובעים מתח,)CCD לאי  גכגון(ישנים הרגישים לאור ת סביב מטריצת חיומורכב

 תומטריצולכן , כל חיישן מייצר ערך עבור פיקסל בודד. באופן יחסי ישר לכמות הפוטונים הפוגעת בהם

זרם הנוצרים \המתח).  בודדchipמאות על מאות של חיישנים על  (ות להיות גדולות אלו צריכחיישנים

. רמת האפור בנקודה זו וכך מתקבל ערכו של הפיקסל הסיביות המייצגות את L -מומרים ישירות ל

 Stillמצלמות . יישניםמטריצת החבפר הגלאים פרמטר מרכזי בקביעת איכותה של מצלמה כזו הוא מס

ואיכותן , )VGAזוהי רזולוציית  ( נחשבות לרמה הבסיסית ביותר640 על   480דיגיטליות עם מערך של 

על המערך , לשם קבלת איכות מתחרה בסרט צילום. ונליתקונונצי ת סרט רחוקה מלהתחרות במצלמ

 .תר ויו חיישנים2000 על 2000 -יל כלהכ

 

של (מימדי וסריקה מכנית -ניתן להציע מערך חד, מימדי של חיישנים-כאלטרנטיבה למערך דו

גישה זו מקובלת כאשר . לקבלת אוסף שורות היוצרות את התמונה) מראה מטילה או פריזמה, המערך

הבעיה העיקרית עם ). בסדר גודל של אלפים(ת רזולוציה גבוהה מאוד ולפיכך מערך חיישנים ארוך נדרש

  . במצלמהיקתמכניקה מדומרכיבי בך הצורגישה זו הוא 

 

כשכל אחד מהם , על מנת לקלוט תמונת צבע נדרש בעיקרון שימוש בשלושה מערכי חיישנים

י מערך גלאים עם פילטר " תיוצר עR -כך ייצא למשל כי שכבת ה. בצע הרלוונטימחובר למסנן אופטי ל

מצלמת צבע כזו תהיה בפועל שלוש מצלמות שונות על , לכן. אופטי המונע מכל צבע למעט אדום לחדור

 .אומטרייגהאותו ציר אופטי לשם קבלת התאמה מוחלטת ביניהן במובן 

 

 והן Stillצלמה דיגיטלית אופיינית הן לתמונות כל האמור לעיל מתייחס לדרך בה פועלת מ

חשוב לציין כי מצלמה אלקטרונית אינה מוגבלת לחישה של אור ). סדרות של תמונות ברצף(ידאו וול

ניתן , ייםחשמלאותות  בהינתן גלאים החשים כל תופעה פיזיקלית אחרת וממירים אותה ל–נראה 

כך הדבר בצילום . ה כתמונה דיגיטלית לכל דברמימדי ולהגדיר את תוצאת החיש-לסדרם במערך דו

צילומים , צילום רנטגןבכך גם , המספק תמונות של אורך גל אחר הקשור לחום של עצמים, אדום-אינפרה

 . ועוד, פני כדור הארץ-סיסמיים של רעידות על
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הכלי . דהיינו תצלום על נייר או על סרט צילום, מקור מקובל אחר לתמונות הוא עותק קשה

סורק אינו אלא מצלמה דיגיטלית ). (Scannerהמקובל לשם המרתה של תמונה כזו לקובץ הוא סורק 

התנאים הנוחים מתייחסים לכך שהעצם . יכולה להיות פשוטהמצלמה זו ולכן , הפועלת בתנאים נוחים

אחד של מימדי הנע מצד - די במערך חד–מימדי יקר -ולכן אין סיבה להשתמש במערך דו, המצולם אינו זז

וניתן לעשות זאת בקצב קריאת , את התמונה בחטף" לכוד"-אין צורך ל, כמו כן. התמונה לצידה האחר

הצילום נעשה בתנאי תאורה מבוקרים ולכן אין צורך בעיבודים אלקטרוניים . י המחשב"המידע ע

 יש, )Negative(כמובן שאם הסריקה היא של סרט צילום בתשליל . מקדימים של תיקון תחום דינאמי

 . להמיר את השחור לערך גבוה ואת הלבן לערך נמוךו  היוצרותלהפוך את

 

דהיינו המרווח המינימלי אשר הוא ,  סורק היא רזולוציית הסריקה שלובאפיוןפרמטר מרכזי 

דהיינו , dpi 600סורקים אופייניים לשימושים ביתיים מספקים רזולוציה של עד . יכול לקבוע בין דגימות

 dpi 9600לא פעם בפרסומים על סורקים מוזכרות רזולוציות בסדר גודל של . אחד' ות באינטש נקוד600

התמונה נסרקת בפועל ברזולוציה .  חשוב להבהיר כי לרוב ערכים אלו מתייחסים לרזולוציה מלאכותית–

לוציית רזואינטרפולציה אינה תחליף ל. י אינטרפולציה לגודל הנקוב"ואז מוגדלת הלאה ע, dpi 600של 

 .ולאחר מכן שכנדון בסוגיית הגדלת תמונה, אנו נעמוד על ההבדלים בדיון בנושא דגימה. אמת

 

צילום . או תמונות סינטטיות, מקור שלישי ואחרון שיוזכר כאן לתמונות הוא תמונות מחושבות

אלו תמונות . ות כל אלה יוצרים תמונ– CT וצילום MRIצילום , צילום אולטראסאונד, )SAR(ם "מכ

עיבוד ספציפי של האות . מימדי- לאו דווקא במערך דו תופעה פיזיקלית כלשהיי מדידת"נוצרות ע

 התמונה הנוצרת MRIבצילום , לדוגמה. המתקבל יוצר תמונה מלאכותית אשר חשובה ליישומים רבים

כשרמות האפור קשורות , בגופו של המצולם) שלא ניתן היה לקבלו בדרכים נעימות(מתארת חתך 

לא היינו מקבלים את , גם לו חתכנו את הגוף המצולם באותו מקום בדיוק. לצפיפות המים בכל רקמה

מוט ברזל בשטח . מיים מתועדים כתמונה"החזרים מכ, SARבצילום , כדוגמה שניה. אותה תמונה

 .לא נראה אותו כלל, גם אם נפרוס בד ענק בצבע לבן בשטח, ולעומתו, יתבטא בנקודה לבנה חזקה

 

 המרת –כעת נדון בקצרה בהתקני הפלט . ד כה סקרנו אפשרויות להזנת תמונה אל המחשבע

, באשר לשימוש במסך. האפשרויות העיקריות הינן הצגה למסך או הדפסה לנייר. קובץ תמונה לתצוגה

בהם קרן  )LCDקיימות גם אפשרויות אחרות כגון מסכי  (CRT -הגישה האופיינית היא שימוש ב

. תכונה קרויה פלואוריצנטיות, וגעת במשטח הממיר פגיעת אלקטרונים בפליטת פוטוניםאלקטרונים פ

מתקבלת נקודה בודדה , י שליטה אלקטרונית בעוצמת קרן האלקטרונים ומיקום פגיעתה במסך"ע

חומר נקודות מימדי של -מערך דומכוסה ב עצמוהמסך .  זוהי רמת האפור הנדרשת–בעוצמה נשלטת 

 –יבות רבה יש לשני פרמטרים במסך מעין זה חש.  הנותנות את התמונה גבוההפותפלואורצנטי בצפי

 –ורזולוציית המסך , אשר מיתרגמת למהירות בנייתה של התמונה על המסך, מהירות סריקת הקרן
י שימוש בשלושה צבעי "הצגת תמונת צבע נעשית ע. על פני המסך) פיקסלים(המרווח בין נקודות סמוכות 

ופגיעה בכל אחד מאלו בעוצמה הנכונה , בשלשות של נקודות סמוכות) B -ו, R ,G(וצנטי חומר פלואור

 .לשם קבלת שילוב הצבע הנחוץ
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הדפסה איכותית של תמונה פירושה המרת מטריצת הפיקסלים למגוון כל , ובאשר להדפסה

, פעולה זו בדיוק אשר עושות  Continuous-Toneקיימות מדפסות . הגוונים הנחוץ על פני נייר ההדפסה

 חשיפת –מדפסות אלו פועלות כמו פיתוח על נייר צבע בצילום ביתי אופייני . אך השימוש בהן נדיר ויקר

, כתחליף לגישה יקרה זו המחייבת לא פעם נייר פיתוח. נייר רגיש לאור במידה מבוקרת בכל נקודה

גוונים \מקבץ מצומצם מאוד של צבעיםמציעות גישה שונה לפיה רק ) Laser - וInkJet(מדפסות אופייניות 

אשר יוצרת אשליה , Half-Tone -נעשה שימוש בגישת ה, על מנת ליצור את התמונה הנתונה. ניתן להפקה

) מתוך המקבץ המצומצם האפשרי(פיזור וצבע , י פיזור של נקודות בגודל"גוונים ע\של מגוון כל הצבעים

עבור מדפסת היכולה לצבוע נקודות בשחור בלבד בגודל . י  דוגמה" ממחיש גישה זו ע1.4ציור . נשלטים

 צפיפות גדולה לרמות –כך נראית ההמרה מתמונת רמת אפור לתמונה בינארית , נקודה ובמיקום נשלט

 . בתמונות עיתון ועוד, ביתיותפסות  גישה זו נהוגה במד.נמוכות ונמוכה לרמות גבוהות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-Halfאנו נקדיש דיון לשיטות .  אך בנוי על אותו עיקרון, מורכב יותר לצבע Halftonningביצוע 

Toneבהמשך . 

 

 

  סוגיות בטיפול בתמונות1.3

 

י " עלעותק קשהוהפקתה , י דגימה וקוונטיזציה"כבר מהדיון על בנייתה של תמונה כקובץ ע

Halftonning ,בנוסף לנושאים . ונותפגשנו מספר אפליקציות המחייבות מענה ונדונות במסגרת עיבוד תמ

 . ניתן לדון במגוון רחב של בעיות מעניינות אחרות ודרכים לפתרונן, בהינתן תמונה דיגיטלית, אלו

 

ולהרחיב את שלמדנו במסגרת עיבוד , מימדי-ניתן להתייחס לתמונה כאות דו, בשלב ראשון

רציפה (מימדית -ובאופן זה נוכל לשאול כיצד להגדיר ולבצע התמרת פוריה ד. מימד-אותות לדו

וכיצד לתכנן מסננים להגשמת יעדים , כיצד לבצע סינון לתמונה, )מימדיים-כמו באותות חד, ודיסקרטית

ותמונה בינארית בה נקודות שחורות על , )משמאל( תמונה ברמות אפור – 1.4ציור 
 רקע לבן הבאה לחקותה
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וכפי , מימדית נופל למסגרת זו של עיבוד אותות-גם נושא הדגימה הדו. מוגדרים מראש על התמונה

וב עם זאת להבהיר כי עיבוד חש. מימד-עולות אפשרויות מעניינות בהרחבת משפט הדגימה לדו, שראינו

כולל בתוכו הרבה יותר מאשר עיבוד אותות " עיבוד תמונות. ""עיבוד תמונה"מימדיים אינו -אותות דו

ויידרש טיפול ספציפי הנשען על פרקי ,  אנו נפגוש המון בעיות להן אין מענה מסגרת עיבוד אותות-גרידה 

 . מחקר אחרים

 

 יסוד בהם משפחות שונות של בעיות משימות בעיבוד תמונות מקובל להגדיר מספר

 . ואלגוריתמים

 

לא אחת מתקבלת תמונה . הוא הפרק הדן בשיפור תמונהבדיון על עיבוד תמונות  ראשון נושא

או בשל , בשל פעולות לא נכונות בעת המרתה לקובץ, ירודה באיכותה בשל תנאי צילום לא מוצלחים

ים אלו נרצה להציע אלגוריתם המשפר את איכות התמונה במקר. תכונות בעייתיות של העצם המצולם

הנקודה הבעייתית בהקשר זה היא קביעת מדד לאיכות . ויוצר תמונת פלט טובה יותר באיזה שהוא מובן

בדיון . מגוון כלים רחב מאוד פותח במהלך השנים כדי לתת מענה לבעיות שונות בשיפור תמונות. תמונה

ובין בעיות שחזור בהן , בין צורך לשפר תמונה שגורם קלקולה אינו מוגדרעל שיפור תמונה נעשית אבחנה 

אנו . ונדרשת מערכת ההופכת את התהליך במידת האפשר, ידוע מה עברה התמונה בתהליך הקלקול

 .סקור את הגישות הרווחותנו, נקדיש מספר פרקים לדיון בנושאים אלו

 

 ןמהדיון עד כה ברור כי תמונות הן צרכ. נות שני בעיבוד תמונה הוא הפרק הדן בדחיסת תמונושא

ה טבעית שעולה לפיכך היא האם ניתן לייצג תמונה ללא פגיעה באיכותה בפחות לאש. זיכרון תובעני

בה לאחר פריסה , בדחיסת מידע בכלל ובדחיסת תמונות בפרט מבחינים בין דחיסה ללא אובדן. סיביות

אנו נראה כי . אשר בפריסה חוזרת קרוב אך לא בדיוק למקור, ובין דחיסה אובדנית, חוזרים בדיוק למקור

כל הדיון . יןחה המקורי ללא שינויים ניכרים לעניתן בקלות לדחוס תמונה לכדי עשירית  ופחות מנפ

, מטבע הדברים,  זהו פרק חדש יחסית בתקשורת ספרתית אשר–בדחיסה נסמך על תורת האינפורמציה 

 .זה במסגרת ספר ייסקר בשטחיות רבה

 

 נושא ההמרה –פגשנו כבר נושא אחד מדיון זה .  שלישי בעיבוד תמונה דן בייצוגה של תמונהנושא

 –נושא הקוונטיזציה חיוני הן לבנייתה של תמונה דיגיטלית והן לצורך דחיסת תמונה . Half-Tone -ל
 .גרת ספר זהסנושאים אלו ואחרים ייסקרו במ

 

אנו , בדחיסה(וקיבלנו קובץ תמונה כפלט , ביצענו עיבוד, הבכל הפעולות עד כה קיבלנו קובץ תמונ

לא אחת נרצה להכניס תמונה לעיבוד שמוצאו אינו ). מתייחסים למערכת שדוחסת ולאחר מכן פורסת

גלה את מיקומם של ? ואם כן כמה והיכן,  האם יש אנשים בתמונה הנתונה–למשל . אלא החלטה, תמונה

ואנו , יות אלו בעיבוד תמונה משויכות לתחום הקרוי ראיה ממוחשבתגסו. 'הקווים הישרים בתמונה וכו

 .נרחיב על האבחנה בין התחומים הללו בסעיף הבא

 

גם בסדרות ). סרטי וידאו(נושא אחרון שיידון במסגרת ספר זה הוא הטיפול בסדרות של תמונות 

עניין ייחודי ומרתק . בתופעולות ראיה ממוחש, ייצוג, דחיסה, שחזור, של תמונות מדברים על שיפור

ל בטיב גבוה "ושימוש בו לשם פתרון הבעיות הנ, שעולה בעיבוד סדרות הוא נושא התנועה בין תמונות
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וניגע באופן זה בקצהו , אנו נקדיש פרק אחד לנושא זה. בהשוואה לטיפול פרטני בתמונות בודדות, יותר

 .מים של תוצאות מחקריות ואלגוריתשל קרחון

 

המטרה היא סקירה .  כי ספר זה רחוק מלכסות את מגוון הנושאים בעיבוד תמונותחשוב להבהיר

והבאת תוצאות , עם זאת מושם דגש על עדכניות החומר. ומתן הפנייה לעבודות המשך בתחום, ראשונית

 .חדשניות ככל האפשר

 

 

  עיבוד תמונה ותחומים סמוכים1.4

 

קיימים ". עיבוד תמונות"התחום הקרוי ל הטיפול הממוחשב בתמונות אינו נחלתו הבלעדית ש 

חלוקה מקובלת כבר נרמזה בסעיף . פרקים סמוכים אשר אף להם זיקה ישירה לעיבוד ספרתי של תמונות

הקלט , בעוד שבעיבוד תמונה. בו עמדנו על האבחנה בין עיבוד תמונה וראייה ממוחשבת, קודם

באלגוריתמים בהם הקלט הוא תמונה והפלט הרי שראיה ממוחשבת דנה , לאלגוריתם והפלט הם תמונות

 . הינו מידע אחר

 

, )Low-Level Vision(בתוך תחום הראייה הממוחשבת מקובל להגדיר משימות ברמה נמוכה 

ראייה ממוחשבת ברמה נמוכה דנה בהפקת ). High-Level Vision(וגבוהה ) Mid-Level Vision(בינונית 

כך הדבר בהפקת .  וחסר משמעות פיזיקלית ישירהע לא מעובדמסקנות ראשוניות מתמונה בצורה של מיד

. ' וכופינות, מיקום שפות או צורות פרימיטיביות אחרות כגון ישרים, וקטורי תנועה בין צמד תמונות

,  בעל ערך פיזיקליבראייה ממוחשבת ברמה בינונית אלגוריתמים מספקים מידע בעל ערך מתקדם יותר

 בהתבסס על התמונות תנועת המצלמה במרחבתיאור של או , מצמד תמונותמימדית -כגון מפת עומק תלת

בראייה ממוחשבת ברמה גבוהה האלגוריתמים מסיקים מסקנות דמויות אנוש כגון בתמונה זו . הנתונות

 .בתמונה זו ישנם שלושה אנשים וכדומה, רואים שולחן

 

 Pattern –צורות בתוך הפרק הרחב הקרוי ראייה ממוחשבת מצוי פרק העוסק בזיהוי 

Recognition .יש לזכור כי . פרק זה דן בשאלה כיצד מוצאים עצם מסויים בתמונה באופן יעיל ואמין

גם משימות , בשל כך. ובכך ישנו אובדן רב, מימדי-מימדי למישור דו-תמונה מהווה היטל מעולם תלת

, א פונה קדימה או לצדדיםתחת האפשרות שהו, אלמנטריות לכאורה כגון זיהוי פניו של אדם מתמונה

" למידה חישובית"פרק זה של זיהוי צורות שואב מתיאוריות רחבות יותר כגון . הינה בעיה קשה מאוד

)Computational Learning( ,בינה מלאכותית , רשתות נוירונים)Artificial Intelligence (ועוד . 

 

וניכרת חדירה חזקה של תחום זה , ראיה ממוחשבת ולזיהוי צורותלרבים יישומים קיימים 

בתחום הקרוי .  לקטגוריותנזכיר כמה דוגמאות כשהן מחולקות.  בעשור האחרוןםה ולמוצריילתעשי

קריאה ממוכנת של , קוד- וקריאת בריתורא, קריאה אוטומטית של טפסיםלהזכיר ים ניתן וזיהוי תו

י קריאת "מיון אוטומטי של מכתבים עפו, ASCI לקובץ )מודפס או כתב יד(המרת דף כתוב , קים'צ

איתור ו, ספירת תאי זרע ומציאת פגמים בהם, ספירת תאי דם נזכיר מונות רפואיותבטיפול בת. המיקוד

, טיקה נזכיר בקרת איכות למעגלים מודפסים ורובובאוטומציה תעשייתית. גידולים בתמונות רפואיות

וי במיפ. איתור מכשולים בתנועה ועוד, י משוב חזותי"בקרת תנועה ע, ונםזיהוי חלקים בפס ייצור ומי
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או \ות שונות  תמונורשוקי, ריכת מפות מתוך תצלום אויר ישנם ע)לווין\י מטוס"צילום ע(וחישה מרחוק 

בזיהוי פלילי דנים . איתור מטרות ועוד, י תנועה ושינויים בשטחגילו, אומטריתימפות זו לזו מבחינה ג

 . ועודזיהוי פנים, זיהוי חתימה,  תוך יחוס למאגר קייםבזיהוי טביעת אצבע

 

בהן הן הכניסה והן היציאה הם מתמקדת במשימות " עיבוד תמונה" -בתחילת סעיף זה אמרנו ש

. המוצא אינו תמונה לעומת זאת דנה במשימות בהן הכניסה היא תמונה ו"ראיה ממוחשבת". ונותתמ

 קרוי ,והפלט הוא תמונה, התחום בו הקלט אינו תמונה אלא מידע כלשהו, ל"בהמשך טבעי להגדרות הנ

ולהרבה בעיות , ת וגרפיקה ממוחשבתבמידה רבה קיימת דואליות בין ראיה ממוחשב. גרפיקה ממוחשבת

אם בראיה ממוחשבת מתוך , למשל. ניתן להציג בעיות דואליות בפרק השני, שניתן להציג בפרק האחד

הרי שבגרפיקה נשאל כיצד מגופים , מימד של העצמים המעורבים-תמונות נרצה חילוץ של מפת התלת

  ממחיש את המפגש בין 1.5יור צ). Rendering(מימדיים בייצוג כלשהו בונים תמונה ריאליסטית -תלת

 .וגרפיקה ממוחשבת, יה ממוחשבתרא, עיבוד תמונות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

המבוססת על תהליך עיבודה , ניתן גם להציע חלוקה אחרת של פרקים הקשורים בעיבוד תמונות

) העין(אשון מצלמה בשלב ר.  ראיית אנושדמויתשל תמונה מרגע יצירתה ועד סיום הטיפול בה במערכת 

-לאחר מכן התקנים אלקטרו, )העדשה בעין(י אופטיקה מתאימה "וזאת ע, אמורה לרכוש את התמונה

 ובסיום עיבוד ,)Cones - וRods הקרויים או החיישנים בעין,  למשל במצלמהCCDאותם גלאי (אופטיים 

אופטיקה -אלקטרו, ופטיקהלא, ואמנם. דגימה וקוונטיזציה, אותות אלמנטרי של תיקון תחום דינאמי

 ).  ברטינה בעיןמתבצעיםשלבים אלו (ועיבוד אותות קשר ישיר וחשוב לעיבוד תמונות 

 

 תמונה
 
 
 
 
 
 
 
 
 ידע אחרמ

 קלט

 תמונה     מידע אחר

 
 עיבוד
  תמונות

 

 ראיה
 ממוחשבת

 

 רמה נמוכה
 רמה בינונית
 רמה גבוהה

 

 
 גרפיקה
 ממוחשבת

 

 יתר מדעי המחשב

קה ראיה ממוחשבת וגרפי, "עיבוד תמונה"בין  המפגש – 1.5ציור 
 ממוחשבת
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 Main Stream -יבואו אלגוריתמי דחיסה ושיפור איכות השייכים ל, לאחר בנייתה של התמונה

ם תתחיל פעולת אחריה). ובמוח הראיה עצמו, פעולות אלו מבוצעים בדרך מהעין למוח(בעיבוד תמונות 

כך אנו . 'אבחנה בתנועה וכו, כגון זיהוי האנשים, לשם הפקת מידע  מהתמונות) ראייה ממוחשבת(ניתוח 

 סוקר את המסלול 1.6 ציור .רואים מעבר מאופטיקה ועד ראייה ממוחשבת ולמעשה בינה מלאכותית

 .םל על הפרקים אותם הוא רות"הנ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ואנליזה של תמונות יישומים לעיבוד1.5

 

זאת . "עיבוד תמונות" של התחום הקרוי לסיום פרק זה רצוננו להמחיש את חשיבותו ומעשיותו 

וראיה , מערכות בהן משולבים אלגוריתמים לעיבוד תמונה\י מספר דוגמאות למוצרים"נעשה ע

 .ממוחשבת

 

 כך ,לווה בצילום הדדיהרעיון ששיחת טלפון ת: Net-Meetingי "פון ושיחה ע- וידאו– 1דוגמה 

אך לאחרונה חל מפנה ,  מלהיבה חברות ומהנדסים קרוב לעשרים שנה,שהדוברים ישוחחו זה עם זה

הסיבה לעיכוב עד כה היה רוחב . וניתן לראות מערכות של ממש המיישמות רעיון זה, משמעותי בתחום זה

כמות הסיביות הנדרשת , ק זהכפי שראינו כבר בפר ,במילים אחרות. הפס הנדרש להעברת אות וידאו

 תמונות 30, לדוגמה. ולא מעשית בערוצי תקשורת טלפוניים רגילים, לתיאור סדרת תמונות היא עצומה

וזה עבור תמונה קטנה ,  לשניה1Mbyte - פיקסלים ידרשו שידור של קרוב ל100 על 100צבע בגודל  של 

  ההתפתחויות האחרונות בנושא דחיסת וידאו . לשניה64Kbitsערוץ טלפון נדיב לעומת זאת ייתן . מאוד

תוך שהסרט , 100ולהשיג דחיסה ביחס של מעל ,  להמיר את הקצב המקורי בקצב הטלפון האופייניאפשרו

כיום ניתן לשוחח זה עם זה מעל פני האינטרנט תוך שימוש . הנפרס משמר הרבה מאיכותו המקורית

מורכבות בנושא של תזמון חבילות השידור לשם השגת כשהוא מלווה בפתרון בעיות , ברעיון בסיסי זה

 .שידור אפקטיבי בזמן אמת

 

 
ופטיקהא

 

-אלקטרו
 אופטיקה

 

 עיבוד
 אותות

 

 עיבוד
 תמונות

 

 ראייה
ממוחשבת

  ותחומי מחקר הקשורים במסלול זה, היצירה של תמונה מסלול – 1.6ציור 
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 חברות רבות מציעות כיום מצלמה : מצלמה דיגיטלית ואלבום תמונות משפחתי ממוחשב– 2דוגמה 

מדובר במוצר שעוכב בשל מגבלות , גם במקרה זה. דיגיטלית כתחליף למצלמת היד הקונבנציונלית

.  יקרים מידי1000 על 1000 בגדלים של  מעל CCDרונה מקובל היה לטעון שמערכי עד לאח. טכנולוגיות

. גם נושא המדיה השומרת את התמונות זכה להתקדמות טכנולוגית בשל היכולת לדחוס את התמונות

הרעיון הוא לצלם ישירות לקובץ . מוצעות מצלמות ברזולוציה המתקרבת לביצועי סרט צילום רגיל, כיום

כל מצלמה ). ובעוד גורמים, תלוי ביצרן( תמונות 200 עד 10ולכן מאפשר שמירה של , וא דחוסהנשמר כשה

 –תיקון ההארה ועוד , כזו כוללת בתוכה סידרת תהליכים בהם התמונה מעובדת לתיקון הצבעים

 . ASICאלגוריתמים קונונציונליים המבוצעים בחומרה על 

 

.  הוא הצורך בהדפסת התמונותStillת לתצלומי אחת המגבלות בשימוש במצלמות יד דיגיטליו 

 שנים מקובל היה שהדפסה באיכות טובה כדוגמת פיתוח מסרט לנייר פיתוח היא בלתי 5 -עד לפני כ

. ניתן להפיק תמונות באיכות טובה על נייר רגיל, כיום בשל ההתקדמות במדפסות הזרקת דיו. אפשרית

באופן זה ניתן . לנהלן בתוכנות לאלבומים וירטואלייםמוצע , בשל היות התמונות ספרתיות, במקביל

הראה לי את כל התמונות ,  מצא את דוד בכל התמונות באלבום–לבצע חיפושים חכמים באלבום כגון 

 וש מבוסספרעיון הוא שתוכנת האלבום תבצע חי כל ה.וכדומה, בהן דודה נחמה עומדת ליד דוד משה

 אפליקציות מתוחכמות לחיפושים מבוססי .ים כל תמונהוט המלופייני טקספי מא-ולא על, תוכן בתמונות

 .WEB -ת בעת האחרונה גם בהקשר של חיפוש תמונות בתוכן מוצעו

 

 -כבר הזכרנו שכל מדפסת מכילה בתוכה אלגוריתם להמרת תמונה מערכי הרצף :  מדפסות– 3דוגמה 

Continuous Tone –ל -  Half-Tone . בים אלגוריתמים אחרים לתיקון  משולסטנדרטיות גםבמדפסות

 . למתיחת תחום דינאמי ועוד, צבעים בתמונה

 

על התפוזים .  פס ייצור נוסע ועליו תפוזים–נתחיל בדוגמה פשוטה :  גילוי פגמים בפס ייצור– 4דוגמה 

מחוברת למחשב ו המוצבת מעל פס הייצור ,מצלמת וידאו. להיכנס לארגזים כשהם מסווגים לפי גודלם

PCיכולים לתת בקרה על פעולת הפס ,ותוכנת זמן אמת לעיבוד התמונה הנקלטת ,  ובו כרטיס דגימה רגיל

. תפיסה זו חלה מסתבר לא רק על תפוזים. באופן שסיווג התפוזים ייעשה באופן אוטומטי לחלוטין

 )מעגלים על שבבי סיליקוןייצור (אלקטרוניקה -ותעשיית המיקרו) PCB(תעשיות הכרטיסים המודפסים 

 .כבר מזמן עושות שימוש בבקרה מבוססת ראיה ממוחשבת לשם פיקוח על פגמים בייצור

 

הרי , כל עוד אין מוצרים ביתיים המשלבים עיבוד תמונה באופן המוני:  טלוויזיה דיגיטלית– 5דוגמה 

ית מגבלה זו עומדת לפוג ברגע שבכל ב. שניתן לקבוע כי תחום זה אינו ממצה את הפוטנציאל שתולים בו

ולכן דחיסה , טלוויזיה כזו פירושה שהעברת השידורים נעשה באופן דיגיטלי. תהיה טלוויזיה דיגיטלית

לבצע עליהן מ ברגע שהתמונות מגיעות באופן דיגיטלי אין מניעה –יתרה מזו . ופריסה מעורבים בתהליך

שידור סטריאוסקופי המרת התמונות ל, שיפור של איכות שידור במקרים בעייתיים, למשל. עיבוד מתקדם

 . ועוד, אחסון סרטים במדיה דיגיטלית, הגדלתה והדפסתה, הקפאת תמונה, שיאפשר ראיית עומק
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שירותי אינטרנט לשיפור , ל ניתן להוסיף עוד יישומים כגון עריכת וידאו ואפקטים"לרשימה הנ

כמו כן . עודו, שחזור תמונות מקולקלות כתוצאה מקלקול המצלמה, תצלומים מהאלבום המשפחתי

 . בסעיף קודםאיה ממוחשבתרהזכרנו יישומים רבים בהקשר ל
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רבים ממושגי , עם זאת. מימדי- דות אותוהזכרנו בפרק הקודם שעבוד תמונות אינו רק עיבוד 

 מקורם , התמרת פוריה ועוד, ותמערכות ליניאריות ושאינן ליניארי, כמו מסננים, בוד תמונותהיסוד בעי

בבסיס פרק . מימד-ם לדומימדיי- חדבפרק זה נתמקד בהרחבת המוכר לנו מעיבוד אותות. בעיבוד אותות

 .מימדיים- כי קיים לקורא רקע בעיבוד אותות חדזה ישנה ההנחה

 

 

  אותות מעל הרצף–מימד - מערכות ליניאריות בדו2.1

 

י "אנו מגדירים את מוצא המערכת ע, H המוזן למערכת ,f(x,y), מימדי מעל הרצף-עבור אות דו

{ })y,x(fH)y,x(g  ת אם ורק אם מתקייםמערכת תיקרא ליניארי. =

 

{ } { } { })y,x(fH)y,x(fH)y,x(f)y,x(fH 2121 β+α=β+α 

 

y,x(f,)y,x(f(לכל צמד אותות  תכונה זו מוכרת לנו היטב ממסגרת של מערכות . ,βαופרמטרים , 21

 . מימדיות-חד
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 f תלוי אך ורק בערכו של אות הכניסה (x,y)  תיקרא חסרת זיכרון אם מוצאה במקום Hמערכת 

סיבתיות , עם זאת. המשך טבעי למושג הזכרון הוא הסיבתיות, מימדיים-בעיבוד אותות חד. (x,y)מקום ב

אם נגדיר מראש . כיוון שלא קיים סדר בין נקודות במישור, מימדיים-אינה טבעית בדיון על אותות דו

אך זו תהיה , ותניתן לדבר על סיבתי, )סריקה שורה אחר שורה, כגון(סדר סריקה למישור לפי ציר זמן 

ואז מושג , מימדי-ל המרנו את התמונה לאות חדבמקרה כזה בפוע. רלוונטית רק לסריקה הנדונה

 .תמימדי-הסיבתיות מתלכד עם סיבתיות חד

 

)Y,X( תיקרא קבועה במקום אם תוצאת הזזת האות במקום בשיעור Hמערכת  והזנתו 00

 דהיינו,  בשיעור דומהמוצא המערכתת המקורי והזזת למערכת מניבה תוצאה זהה להזנת האו

 

{ } { } )Yy,Xx(g)Yy,Xx(fH)y,x(g)y,x(fH 0000 −−=−−⇒=        
 

בכל המקרים . וקביעות במקום, זיכרון, נציג מספר דוגמאות להמחשת תכונת הליניאריות: 2.1דוגמה 

 :המתוארים ניתן להוכיח את הטענות השונות ישירות מתוך ההגדרות

}המערכת  .א } )5y,2x(f3)y,x(f)y,x(fH זוהי מערכת .  היא מערכת ליניארית=+−+

 . עם זיכרון, קבועה במקום

} המערכת  .ב } )5y,2x(f)y,x(g)y,x(f)y,x(fH )  קבוע וידוע מראשg(x,y) עבור(=+−+

 .וגם לה יש זיכרון, זו מערכת שאינה קבועה במקום. היא ליניארית

}המערכת  .ג } )5y,2x(f)y,x(f)y,x(fH זו מערכת עם זיכרון והיא .  אינה ליניארית=⋅−+

 .מקוםקבועה ב

}המערכת  .ד } 1)y,x(f)y,x(fH זו מערכת חסרת זיכרון .  למרבה ההפתעה אינה ליניארית=+

 .הקבועה במקום

}המערכת  .ה } { })y,x(fLog)y,x(fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=

 .במקום

}המערכת  .ו } { })y,x(fLog)y,x(g)y,x(fH זו מערכת תלויית , בנוסף. אינה ליניארית=⋅

 .סרת זיכרוןמקום וח

 

)Yy,Xx(מימדית - המוזנת בפונקצית הלם דוHמערכת ליניארית  00 −−δ  מניבה במוצאה את

)פונקצית התגובה להלם  )00 Y,X,y,xh .התגובה להלם היא , במקרה הכללי של מערכת ליניארית

ולכן שני המשתנים (י מימד-מימדית יש מוצא דו-פונקציה בארבעה משתנים כיוון שלכל כניסה דו

)Y,X(מימדי של ההלם המוזן למערכת -ופונקציה זו עשויה להיות תלויית מקומו הדו, )הראשונים 00 . 

 

בהינתן ,  דהיינו.h, י תגובתה להלם"מסתבר כי כל מערכת ליניארית מאופיינית לחלוטין ע

)הפונקציה  )00 Y,X,y,xh ,מוצאה של המערכת  נוכל לקבוע מהוHתכונה זו רואים .  לכל כניסה שהיא

 י" ניתן לתיאור כצירוף ליניארי של פונקציות הלם עf(x,y)מתוך כך שכל אות 
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( ) ( )∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=
α β

ddy,x,f)y,x(f 

 

י האינטגרל הבא אשר זכה לשם " נתון עf(x,y)מתקבל מוצאה לאות , Hבשל ליניאריות המערכת 

 קונבולוציה

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ){ }

( ) ( )∫ ∫ βαβα⋅βα=

=∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

=











∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

αβ

αβ

α β

dd,,y,xh,f

ddy,xH,f

ddy,x,fH)y,x(fH

 

 

  קבועה במקום צריך להתקיים כיHכאשר המערכת , על פי האמור לעיל

 

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( )

( ) ( ) βα∫ ∫ βα−−⋅βα=−−

−−=βα∫ ∫ βα⋅−β−α=−−

⇒βα∫ ∫ βα⋅βα==

α β

α β

α β

dd,,Yy,Xxh,f)Yy,Xx(g.2

)Yy,Xx(gdd,,y,xhY,Xf)Yy,Xx(fH.1

dd,,y,xh,f)y,x(g)y,x(fH

0000

000000 

 

 והשוואת שתי המשוואות התחתונות מניבה לאחר אלגברה אלמנטרית

 

( ) ( )
( ) )y,x(h,,y,xh

Y,X,y,xh,,Yy,Xxh:Y&,X,,,y,x 000000
β−α−=βα⇒

+β+α=βα−−βα∀
 

 

משמעות תוצאה זו היא שהתגובה להלם אינה משנה את צורתה במקום אלא זזה באותו שיעור 

במקרה . תגובת ההלם היא פונקציה של שני משתנים בלבד, במקרה זה, לכן. ו זז ההלם  שהוזן למערכתב

 י הקשר"זה מוצא המערכת מתקבל ע

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ) )y,x(h)y,x(fddy,xh,f

dd,,y,xh,f)y,x(fH

⊗=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

=∫ ∫ βαβα⋅βα=

αβ

α β
 

 

 .וזוהי פעולת הקונבולוציה למקרה של נערכת קבועה במקום

 

 :ת התגובה להלם עבורםנתייחס למספר מקרים ונקבע א,  בהמשך לדוגמה הקודמת:2.2דוגמה 
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}ראינו כי המערכת  .א } )5y,2x(f3)y,x(f)y,x(fH .  ליניארית וקבועה במקום=+−+

5y,2x(3)y,x()y,x(h(י "תגובתה להלם נתונה ע +−δ+δ=. 

}המערכת  .ב } )5y,2x(f)y,x(g)y,x(f)y,x(fH . אך אינה קבועה במקום, ליניארית =+−+

5y,2x()y,x(g)y,x(),,y,x(h(י  "תגובתה להלם נתונה ע β−+α−−δ+β−α−δ=βα ,

)x(זו אינה פונקציה של ההפרשים , וכפי שאנו רואים α−ו - )y( β−בלבד . 

 

נובע כי על , בהתבסס על הנאמר קודם? כיצד מתבטאת מערכת חסרת זיכרון בתגובתה להלם

y,x()y,x(h),,y,x(h(תגובת ההלם להיות  β−α−δ=βα ,ואז 

 

{ } ( ) ( )

( ) ( ) )y,x(g)y,x(h)y,x(fddy,x()y,xh,f

dd,,y,xh,f)y,x(fH

==∫ ∫ βαβ−α−δ⋅βα=

=∫ ∫ βαβα⋅βα=

α β

α β
 

 

במקרה של מערכת . י הכפלת הכניסה בסקלר כלשהו שעשוי להיות תלוי מקום"המוצא מתקבל ע, כלומר

 . של הכניסהhקבועה במקום וחסרת זיכרון  מקבלים כי המוצא הוא הכפלה בסקלר קבוע 

 

אם מתקיים כי ניתן לפרק את ) ספרבילית(מערכת ליניארית וקבועה במקום תיקרא פרידה  

y(h)x(h)y,x(h(מימדיות  - פונקציות חדמימדית למכפלה של שני-תגובת ההלם הדו , במקרה זה. =21

 י "מוצא המערכת נתון ע

 

{ } ( ) ( )

( ) ( )∫ ∫ βαβ−⋅βαα−=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

=∫ ∫ βαβ−α−⋅βα=

α βα β

α β

dd)y(h,f)x(hdd)y(h)x(h,f

ddy,xh,f)y,x(fH

2121
 

 

ועל התוצאה , f(x,y)מימדית על כל שורה בפונקציה -ומשמעות תוצאה זו היא שיש לבצע קונבולוציה חד

  נקבל  פרידf אם גם האות .הפעם על כל עמודה, מימדית-שוב קונבולוציה חד

 

{ } ( )∫ ∫ ββ−⋅βαα−α=
α β

d)y(hfd)x(h)(f)y,x(fH 2211 

 

 . מדיותמי-בפועל בוצעו שתי קונבולוציות חדהדבר שופירוש 

 

כאשר .  זאת ניתן להוכיח לפי הגדרה–שרשור של מערכות ליניאריות מניב מערכת ליניארית  

ניתן להחליף את סדר פעולתן ללא גרימת שינוי במוצא המערכת , מדובר במערכות קבועות במקום

ונקשור אותה למכפלה , כשנדון במערכות דיסקרטיות עם תמך סופי, אנו נפגוש תכונה זו בהמשך. לתהכול

 .מתחלפת של מטריצות
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 מימדית ותכונותיה- התמרת פוריה דו2.2

 

 מימדית לפונקציות מעל הרצף מוגדרת באופן הבא-התמרת פוריה דו

 

( ) { } { }dxdy)vyux(2jexp)y,x(f)y,x(fFv,uF
x y
∫ ∫ +π−== 

 

 י"ההתמרה ההפוכה נתונה ע. ביים אופקי ואנכי הם תדרים מרחv - וuהמשתנים 

 

{ } ( ) { }dudv)vyux(2jexpv,uF)y,x(fF)y,x(f
u v

1 ∫ ∫ +π+⋅== − 

 

 -עבור אותות חסומי אנרגיה המצויים ב) קדימה ואחורה(מלכתחילה אנו מגדירים את ההתמרה 

2L ,ודה בהן ערך הפונקציה קופץ בנק, רציפויות מהסוג הראשון-ואיננו מרשים בפונקציות הנדונות אי

אפילו (הסיבה לכך היא שהמרחק בין שתי פונקציות זהות למעט סידרה . אחת לערך אחר ומיד חוזר

כך שבמרחב הפונקציות בו אנו פועלים הן , 0רציפויות מסוג זה הוא -של אי) אינסופית אך ברת מניה

 .נדמות זהות לכל דבר

 

ון רב בין התמרת פוריה ניכר דמי.  מתוארות מספר פונקציות בסיסיות והתמרתן2.1בטבלה 

מימדי כהרכב של - היא תיאור האות הדוF(u,v)משמעותה של הפונקציה . וזו הנדונה כאן, מימדית-החד

תמונה חלקה יחסית , לכן. F(u,v) מופיע באות הנדון בעוצמה (u,v)התדר המרחבי . תדרים מרחביים

 .ירים תתרכז התדרים גבוהיםותמונה מרובת מעברים מה, תורכב ממרכיבי תדר נמוכים בדרך כלל 

 

F(u,v)={ })y,x(fF f(x,y) 

1 ( )y,xδ 

( ){ }vYuX2jexp 00 +π− ( )00 Yy,Xx −−δ 

( )00 Vv,Uu −−δ ( ){ }00 yVxU2jexp +π 

( ){ }22 vuexp +π− ( ){ }22 yxexp +π− 

Sinc(u,v)=( )
uv

)vsin(usin4 ( )y,xrect=1 for 1y,x1 ≤≤− 

Sinc²(u,v) )y,x(rect)y,x(rect)y,x(tri ⊗= 

( )∑∑ −−δ
k j

ju,ku ( )∑∑ −−δ
k j

jy,kx 

 מימד והתמרת הפוריה שלהן- צמדים של פונקציות בדו– 2.1טבלה 
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מרבית תכונות . ן ללא הוכחהאמימדית מספר תכונות חשובות אשר נסקור כ-להתמרת פוריה הדו 

 .מימד-אלה מוכרות לנו מהתמרת פוריה בחד

 

חוזרים , ובביצוע ההתמרה ההפוכה, F(u,v) התמרה אחת ויחידה f(x,y)לכל פונקציה : יחידות .1

ת בכפוף לנאמר  כל זא.אין אובדן אינפורמציה בהתמרה קדימה או אחורה. לאותה פונקציה בדיוק

 . אנו פועליםקודם על מרחב הפונקציות בו

 

ולכן הפעלתה על צירוף ליניארי של תמונות זהה להפעלתה , התמרת פוריה היא ליניארית  :ליניאריות .2

 על כל תמונה בנפרד וצירוף ליניארי של התוצאות

 

{ } { } { })y,x(fF)y,x(fF)y,x(f)y,x(fF:f,f,, 212121 β+α=β+αβα∀ 

 

ה צמודה מניבה התמרה צמודה ומהופכת הפעלת התמרת פוריה על תמונ: התמרת תמונה צמודה .3

 דהיינו, בצירים

{ } { } )v,u(*F)y,x(*fF)v,u(F)y,x(fF −−=⇒= 

 

v,u(*F)v,u(F(מתכונה זו עולה שעבור תמונה ממשית מתקבל כי התמרת הפוריה מקיימת  −−=. 

 
 התמרת פוריה לתמונה עם היפוך צירים מניבה תוצאה הפוכת צירים: היפוך צירים .4

 
 

{ } { } )v,u(F)y,x(fF)v,u(F)y,x(fF −−=−−⇒= 

 
 

 

חשוב להבין כי . מימד-ההתמרה ניתנת ליישום בשני שלבים בהם פועלים בחד: ספרביליות ההתמרה .5

 לפי, ניתן לראות זאת ישירות מההגדרה.  עצמהf(x,y)תכונה זו לא מניחה דבר על התמונה 

 

( ) { } { }dxux2jexpdyvy2jexp)y,x(fv,uF
x y

π−∫











∫ π−= 

 

והינה מכפלת שתי ,  פרידהכאשר אות הכניסה פריד מתקבל כי ההתמרה אף היא, ל"בשל התכונה הנ

 מימדיות-התמרות פוריה חד

 

( ) { } { } )v(F)u(Fdyvy2jexp)y(fdxux2jexp)x(fv,uF 21
y

2
y

1 =











∫ π−












∫ π−= 
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תגובת התדר , h(x,y)י התגובה להלם " למערכת ליניארית קבועה במקום המאופיינת ע:תגובת הלם .6

אם למערכת כזו מוכנסת תמונה הרמונית  . H(u,v)=F{h(x,y)}י "של המערכת הליניארית נתונה ע

{ })yVxU(2jexp)y,x(f 00 +π= ,מוצא המערכת יהיה 

 

{ }

{ }

{ } { }

{ } )V,U(H)yVxU(2jexp

dd),(hVU(2jexp)yVxU(2jexp

dd),(h)V)y(U)x((2jexp

dd)y,x(h)VU(2jexp)y,x(g

0000

0000

00

00

⋅+π=

=β∫ ∫ αβαβ+απ−+π=

=β∫ ∫ αβαβ−+α−π=

=β∫ ∫ αβ−α−β+απ=

α β

α β

α β

 

 

. המוצא הינו אותו אות כשהוא מוכפל בתגובת התדר, משמעות תוצאה זו היא שלאות הכניסה המוצע

המוצא ממערכת ליניארית זהה , פיזיקלית פירוש הדבר שלכניסה הרמונית בתדר מרחבי מסוים

 . התאם לאופי המערכתבתדרו ומשנה רק את הפאזה והאמפליטודה ב

 

תניב התמרה מוקטנת ,  בשני הצירים בהתאמהb - וaתמונה מוגדלת ביחסים : הגדלה והקטנה .7

 ועם הכפלה בגורם קבוע, באותם יחסים

 

{ } { } ab
b
v,

a
uF

)by,ax(fF)v,u(F)y,x(fF








=⇒= 

 

 ואפנון במקום יוצר הזזה בתדר, הזזת תמונה גורמת לאיפנון בתדר: הזזה ואפנון .8

 

{ }
{ } ( ){ }

( ){ }{ } )Vv,Uu(F)y,x(fyVxU2jexpF
)v,u(FvYuX2jexp)Yy,Xx(fF

)y,x(fF)v,u(F

0000

0000
−−=+π⇒
⋅+π=−−⇒

=
 

 

 , דהיינו,   קונבולוציה במקום מומרת להיות מכפלה בתדר:משפט הקונבולוציה .9

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 =⊗




=
=

 

 

 לפי הקשר , מימדיים במקום מותמרת לקונבולוציה בתדר-מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 ⊗=




=
=
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  המוגדרת באופן הבא,מקוםמימדיים ב-  קורלציה בין שני אותות דו:משפט הקורלציה .10

 

β∫ ∫ α+β+αβα=
α β

dd)y,x(f),(f)y,x(f*)y,x(f 2121 

 

 מומרת להיות מכפלה בתדר עם היפוך קואורדינטות 

 

{ }
{ } { } )v,u(F)v,u(F)y,x(f)y,x(fF

)y,x(fF)v,u(F
)y,x(fF)v,u(F

2121
22

11 −−=∗




=
=

 

 

 .לקורלציה בתדרמימדיים במקום עם היפוך צירים מותמרת -מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

, יא בעלת אותו ערך בתדר ובמישור המקוםמכפלה פנימית בין שתי תמונות ה: שימור מכפלה פנימית .11

 דהיינו

 

{ } { }

∫ ∫==

∫ =∫=⇒

==

u v

*
2121

x y

*
2121

2211

dudv)v,u(F)v,u(F)v,u(F),v,u(F

dxdy)y,x(f)y,x(f)y,x(f),y,x(f

)y,x(fF)v,u(F,)y,x(fF)v,u(F

 

 

 כמקרה פרטי של תכונה זו מקבלים את משפט פרסבל לפיו האנרגיה של האות זהה במקום ובתדר

 

{ } ∫ ∫∫ =∫⇒=
u v

2

x y

2 dudv)v,u(Fdxdy)y,x(f)y,x(fF)v,u(F 

 

ת תשובה מסוימ? מדוע התמרת פוריה חשובה כל כך בדיון במערכות ליניאריות קבועות במקום 

 ניתן להתייחס f(x,y)בהינתן תמונה .  בהתייחס לתגובת התדר6ובעיקר תכונה , ל"לכך נרמזה בתכונות הנ

. (x,y)בכל מקום ) של דיראק(אליה כפונקציה הפרוסה על פני הבסיס הטריוויאלי של פונקציות דלתה 

התמרת פוריה . 2L -קבוצה זו של פונקציות מהווה בסיס אורתונורמלי הפורס את מרחב הפונקציות ב

 –מציעה החלפת בסיס זה בקבוצת פונקציות אורתונורמליות אחרות הפורסות את מרחב הפונקציות 
יתרונו המשמעותי של הבסיס החדש הוא היותו עצמי למערכת ליניארית קבועה . הפונקציות ההרמוניות

על מנת לתאר את פעולת המערכת הוא לתאר כל שעלינו לעשות , פירוש הדבר שבייצוג החדש. במקום

ל "ההסבר הנ. וזו בדיוק פונקצית תגובת התדר אותה פגשנו, כל פונקציה הרמונית כזו" מוגברת"כיצד 

ל יינתן בדיון "יותר של התכונה הנ" נעים"הסבר . נשען על תחום במתמטיקה הקרוי אנליזה פונקציונלית

 . הקלה יותר להבנה,  לאלגברה ליניאריתואז נקשור את הדברים, באותות דיסקרטיים
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  אותות דיסקרטיים–מימד - מערכות ליניאריות בדו2.3

 

כל , בעקרון. f[n,m] לאות דיסקרטי f(x,y)י דגימה עברנו מאות מעל הרצף "כבר ראינו כי ע 

 .דבריםנחזור לפיכך בקצרה על עיקרי ה. שאמרנו בתחילת פרק זה תקף גם כאן עם שינוי סימון מתאימים

 

}י "אנו מגדירים את מוצא המערכת ע, H המוזן למערכת ,f[m,n]לאות  }]n,m[fH]n,m[g = .

}ם "מערכת ליניארית אמ } { } { }]n,m[fH]n,m[fH]n,m[f]n,m[fH 2121 β+α=β+α . מערכת ליניארית

Hמימדית - המוזנת בפונקצית הלם דו]Nn,Mm[ 00 −−δ מניבה במוצאה את פונקצית התגובה להלם 

]N,M,n,m[h . במקום השיא ואפס אחרת' 1'פונקצית דלתה כאן פירושה , בניגוד למקרה הרציף. 00

י ייצוגה של התמונה "זאת רואים ע. י תגובתה להלם" עןמאופיינת לחלוטידיסקרטית מערכת ליניארית 

 כצירוף ליניארי ממושקל של פונקציות הלם דיסקרטיות

  

∑ ∑ −−δ⋅=
k j

]jn,km[]j,k[f]n,m[f 

 

 י הסכום" נתון עf[m,n]מתקבל מוצאה לאות , Hיאריות המערכת ובשל לינ

 

{ } ∑∑=











∑∑ −−δ=

k jk j
]j,k,n,m[h]j,k[f]jn,km[]j,k[fH]n,m[fH 

 

,  קבועה במקום צריך להתקיים כי התגובה להלם היא פונקציה שאינה תלויית מקוםHכאשר המערכת 

jn,km[h]j,k,n,m[h[ולכן היא פונקציה של שני משתנים בלבד  מוצא המערכת במקרה זה נתון . =−−

}י"ע } ]n,m[h]n,m[f]jn,km[h]j,k[f]n,m[fH
k j

⊗∑∑ וזוהי פעולת הקונבולוציה למקרה של   =−−=

 .ערכת קבועה במקוםמ

 

נניח לצורך פשטות קונבולוציה בין . מימדית דרך דוגמה-נדגים כיצד מיושמת קונבולוציה דו: 2.3דוגמה 

 :שני האותות הבאים

 



 ≤≤

=


 ≤≤−

=
Otherwise0

1n,m01
]n,m[f,

Otherwise0
1n,m11

]n,m[f 21 

]n,m[g]n,m[f]n,m[f]jn,km[f]j,k[f 21
k j

21 =⊗∑∑ =−− 

 

גביה ציור של -ועל,  כמות שהיא1fי ציור הפונקציה "ה להיעשות באופן גרפי על יכול"הפעולה הנ

ערכו של המוצא . גודל ההזזה קובע את מיקום המוצא. כשהיא מהופכת בשני ציריה ומוזזת2fהפונקציה 
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 g[0,2] - וg[0,0]כדי חישובם של , למשל. י סיכום של מכפלות בין שני האותות המצויירים"נקבע ע

 בגישה אלגברית נקבל. 2.1מתואר בציור 

 

41111]1,1[f]1,1[f]0,1[f]0,1[f]1,1[f]1,1[f
]1,0[f]1,0[f]0,0[f]0,0[f]1,0[f]1,0[f

]1,1[f]1,1[f]0,1[f]0,1[f]1,1[f]1,1[f

]j0,k0[f]j,k[f]0,0[g

212121

212121

212121

k j
21

=+++=−−+−+−−
+−++−
+−−+−+−−=

∑∑ =−−=

 

 

 .g[0,2]=2, ובאופן דומה

 

מערכת חסרת . g[m,n]=f[m,n]h[m,n]י הקשר "מערכת ליניארית חסרת זיכרון תאופיין ע

ל מערכת דו מימדית פירושה כי ספרביליות ש. זיכרון וקבועה במקום תהיה פשוט הכפלת הכניסה בקבוע

n[h]m[h]n,m[h[מתקיים  21= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .2.1נעשה זאת בתאימות לדוגמה . נציג מספר מערכות דיסקרטיות ונדון בתכונותיהן: 2.4דוגמה 

}המערכת  .א } ]5n,2m[f3]n,m[f]n,m[fH זוהי מערכת .  היא מערכת ליניארית=+−+

5n,2m[3]n,m[]n,m[h[הלם היא תגובתה ל. עם זיכרון, קבועה במקום +−δ+δ=. 

} המערכת  .ב } ]5n,2m[f]n,m[g]n,m[f]n,m[fH )  קבוע וידוע מראשg[m,n] עבור(=+−+

תגובתה להלם היא . וגם לה יש זיכרון, זו מערכת שאינה קבועה במקום. היא ליניארית

]5n,2m[]n,m[g]n,m[]n,m[h +−δ+δ=. 

}המערכת  .ג } ]5n,2m[f]n,m[f]n,m[fH רון והיא זו מערכת עם זיכ.  אינה ליניארית=⋅−+

 .ה במקוםקבוע

 :מפתח

]n,m[f
]n,m[f

2

1
 

.  קונבולוציה בין שני אותות דיסקרטיים בדרך גרפית– 2.1ציור 
 )שמאל (g[0,2]=2 -ו )ימין( g[0,0]=4חישובם של  

n 

m 

n 

m 
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}המערכת  .א } 1]n,m[f]n,m[fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=+

 .במקום

}המערכת  .ב } { }]n,m[fLog]n,m[fH זו מערכת חסרת זיכרון הקבועה .  אינה ליניארית=

 .במקום

}המערכת  .ג } { }]n,m[fLog]n,m[g]n,m[fH זו מערכת תלויית , בנוסף. אינה ליניארית=⋅

 .מקום וחסרת זיכרון

}המערכת  .ד } ]5.0n,5.0m[f]n,m[fH כי אין משמעות להזזה בחצי ,  אינה מוגדרת כלל=++

 .מרווח דגימה באותות דיסקרטיים

 

. יאם תגובתה להלם בעלת תמך סופ )FIR )Finite Impulse Responseמערכת תוגדר כמערכת 

רת מוגד FIRמערכת שאינה . עיית יציבות בשל היותן עם אפסים בלבדלמערכות כאלה לא קיימת ב

בעיית ת בים ולכן מתעורר כוללת גם קטIIRמערכת . )IIR )Infinite Impulse Responseכמערכת 

-הרי שבדו, י פקטוריזציה של פולינום"בעוד שבמערכות במימד אחד ניתן לחשב את הקטבים ע. יציבות

ולריים  מאוד פופFIRמסנני בשל כך , כפי שאנו נראה. והדבר מציב בעיה קשה, י אפשרימימד זה בלת

 .דירים יותר נ IIRמסנני בעוד ש, בתמונות

 

 

  התמרת פוריה דיסקרטית ותכונותיה2.4

 

 במרווח יחידה בשני י פעולת דגימה" עf[m,n]  נוצר האות הדיסקרטי f(x,y)נניח כי מתוך האות  

 לכן. מימדי-י הכפלת התמונה הרציפה במסרק הלמים דו"מה זו התקבלה ענניח בנוסף כי דגי. הצירים

 

( )∑∑ −−δ⋅=
m n

yn,xm)y,x(f]n,m[f~ 

 

. tilde - הסימון השונה עם הןולכ, ה של ערך הפונקציהית דלתה בגובכל דגימה היא פונקצ, הלפי רישום ז

 התמרת פוריה הרציפה על אות זה תיתן 

 

{ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

( ){ }∑∑ +−=

∑ =∑ +−−−δ∫∫=

∫ ∑ =∑ +−−−δ∫=

m n

m n yx

y m nx

vnumjexp]n,m[f

dxdyvyuxjexpny,xm)n,m(f

dxdyvyuxjexpny,xm)y,x(f]n,m[f~F

 

 

 מוגדרת באופן הבא f[m,n] מימדית לפונקציות דיסקרטיות-התמרת פוריה דו, ס זהעל בסי
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( ) { } { }∑∑ θ+θ−==θθ
m n

21D21 )nm(jexp]n,m[f]n,m[fF,F 

 

. כפי שקיבלנו גם עבור המקרה הרציף,  הם תדרים מרחביים אופקי ואנכי2θ - ו1θהמשתנים 

],[ תדרים אלו בתחום  בעוד שבמקרה הרציף נעו–עם זאת קיים הבדל אחד מהותי  הרי שהפעם , ∞−∞+

],[תדרים אלו מצויים בתחום  π+π− ,ההתמרה . מתקיימת מחזוריות, ולכל ערך מחוץ לתחום זה

 י"ההפוכה נתונה ע

 

( ){ } ( ) { }∫ θθθ+θ+⋅θθ∫
π

=θθ=
π

π−

π

π−

−
212121221

1
D dd)nm(jexp,F

4
1,FF]n,m[f 

 

ההגדרות שניתנו ין הגדרות אלו ובין ב הקייםקשר  על הנרחיבכשנדון במשפט הדגימה אנו 

הנדונה  פוריההלכל התכונות שהצגנו בסעיף קודם יש תואם בהתמרת . להתמרת פוריה לאותות רציפים

בתכונת הדיון  בחרנו להשמיט את .ו בקצרהנעבור על תכונות אל. יםדיסקרטיכאן לאותות 

 .שבה לא מתקיימת דואליות פשוטהכיוון , הגדלה\ההקטנה

 

F),(ה ד התמרה אחת ויחיf[m,n]לכל פונקציה : יחידות .1 21 θθ ,רים חוז, ובביצוע ההתמרה ההפוכה

 צריך להיזהר ולומר כי .אין אובדן אינפורמציה בהתמרה קדימה או אחורה. לאותה פונקציה בדיוק

ולכן ,  אשר לאחר פעולת הדגימה הן זהותy,x(f2( - וf1)y,x(נות  שתי פונקציות שותיתכנה

  כשנדון בדגימת אותות,בהמשךתופעה זו נכיר אנו . יםהתמרת הפוריה על האותות הדגומים יהיו זה

 .מימדיים-דו

 

ולכן הפעלתה על צירוף ליניארי של תמונות זהה להפעלתה , התמרת פוריה היא ליניארית  :ליניאריות .2

 על כל תמונה בנפרד וצירוף ליניארי של התוצאות

 

{ } { } { }]n,m[fF]n,m[fF]n,m[fm[fF 2D1D21D β+α=β+α 

 

מרת פוריה על תמונה צמודה מניבה התמרה צמודה ומהופכת הפעלת הת: התמרת תמונה צמודה .3

 דהיינו, בצירים

 

{ } { } ),(*F]n,m[*fF),(F]n,m[fF 21D21D θ−θ−=⇒θθ= 

 

F),(F*),(עבור תמונה ממשית מתקבל כי התמרת הפוריה מקיימת , ולכן 2121 θ−θ−=θθ. 

 
 התמרת פוריה לתמונה עם היפוך צירים מניבה תוצאה הפוכת צירים: היפוך צירים .4

 
 

{ } { } ),(F]n,m[fF),(F]n,m[fF 2121 θ−θ−=−−⇒θθ= 
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תכונה , כמקודם. מימד-ההתמרה ניתנת ליישום בשני שלבים בהם פועלים בחד: ספרביליות ההתמרה .5

 לפי, ניתן לראות זאת ישירות מההגדרה.  עצמהf[m,n]זו לא מניחה דבר על התמונה 

 

( ) { } { }∑ θ−







∑ θ−=θθ

n
2

m
121 njexpmjexp]n,m[f,F 

 

והינה מכפלת שתי ,  כי ההתמרה אף היא פרידהכאשר אות הכניסה פריד מתקבל, ל"בשל התכונה הנ

 מימדיות-התמרות פוריה חד

 

( ) { } { }







∑ θ−








∑ θ−=θθ

n
22

m
1121 njexp]n[fmjexp]m[f,F 

 

, h[m,n]י התגובה להלם "קבועה במקום המאופיינת עדיסקרטית  למערכת ליניארית :תגובת הלם .6

) י"תגובת התדר של המערכת הליניארית נתונה ע ) { }]n,m[hF,H D21 =θθ . אם למערכת כזו

}ת  מוכנסת תמונה הרמוני })nVmU(jexp]n,m[f 00  מוצא המערכת יהיה, =+

 

{ } { } )V,U(H)mVmU(jexp)V)in(U)km((jexp]i,k[h]n,m[g 0000
k i

00 ⋅+=∑ ∑ −+−= 

 

. המוצא הינו אותו אות כשהוא מוכפל בתגובת התדר, משמעות תוצאה זו היא שלאות הכניסה המוצע

המוצא ממערכת ליניארית זהה , פיזיקלית פירוש הדבר שלכניסה הרמונית בתדר מרחבי מסוים

 . האמפליטודה בהתאם לאופי המערכתאזה ובתדרו ומשנה רק את הפ

 

 ואפנון במקום יוצר הזזה בתדר, הזזת תמונה גורמת לאיפנון בתדר: הזזה ואפנון .7

 

{ }
{ } ( ){ }

( ){ }{ } )V,U(F]n,m[fnVmU2jexpF
),(FMMjexp)Nn,Mm(fF

]n,m[fF),(F

010100D

21020100D

D21

−θ−θ=+π⇒
θθ⋅θ+θ=−−⇒

=θθ
 

 

 , דהיינו,   קונבולוציה במקום מומרת להיות מכפלה בתדר:משפט הקונבולוציה .8

 

{ }
{ } { } ),(F),(F]n,m[f]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

21221121
2212

1211 θθθθ=⊗




=θθ
=θθ

 

 

 לפי הקשר , מימדיים במקום מותמרת לקונבולוציה בתדר-מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה
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{ }
{ } { } ),(F),(F

4
1]n,m[f]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

212211221
2212

1211 θθ⊗θθ
π

=




=θθ
=θθ

 

 

 מימדיים במקום המוגדרת באופן הבא-ותות דו  קורלציה בין שני א:משפט הקורלציה .9

 

∑∑ ++=
k j

2121 ]jn,km[f]j,k[f]n,m[f*]n,m[f 

 

 מומרת להיות מכפלה בתדר עם היפוך קואורדינטות 

 

{ }
{ } { } ),(F),(F]n,m[f*]n,m[fF

]n,m[fF),(F
]n,m[fF),(F

21221121
2212

1211 θ−θ−θθ=




=θθ
=θθ

 

 

 .קורלציה בתדרהיפוך צירים מותמרת למימדיים במקום עם -מכפלה של שני אותות דו, באופן דומה

 

, ין שתי תמונות היא בעלת אותו ערך בתדר ובמישור המקוםמכפלה פנימית ב: שימור מכפלה פנימית .10

 דהיינו

 

{ } { }

2121
*
22112212211

m n
2121

2D2121D211

dd),(F),(F
4

1),(F),,(F

]n,m[f]n,m[f]n,m[f],n,m[f
]n,m[fF),(F,]n,m[fF),(F

θθθθθθ∫∫
π

=θθθθ=

∑∑ ==⇒

=θθ=θθ

π

π−

π

π−

 

 

 כמקרה פרטי של תכונה זו מקבלים את משפט פרסבל לפיו האנרגיה של האות זהה במקום ובתדר

 

{ } 21
2

2112m n

2
D21 dd),(F

4
1]n,m[f]n,m[fF),(F θθθθ∫∫
π

=∑∑⇒=θθ
π

π−

π

π−
 

 

F),(הפונקציה ,  כפי שכבר אמרנו קודם:מחזוריות .11 21 θθזורית ב מח- π2ולכן , בכל אחד מציריה

]בריבוע  רק וערכיה מעניינים אותנ ] [ ]π+π−×π+π− ,, . 
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  אותות ומערכות ליניאריות בתמך סופי2.5

 

נניח כעת כי . אך לא הגבלנו את תמך התמונה, [m,n]עד כה עסקנו באותות מעל השריג הדגום 

 ומוגדרת מעל השריג f[m,n] -התמונה עליה רצוננו לפעול נתונה לנו כ

{ }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω הכולל NM נניח כי נתונה לנו מערכת .  נקודות בדיוק

 י "מוצא המערכת נתון ע. h[m,n,k,j]י התגובה להלם " המאופיינת עHליניארית דיסקרטית 

 

{ } ∑∑==
k j

]j,k,n,m[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 

,  כולל כמות סופית של דגימותf[m,n]כיוון שהאות . עד כאן לא ראינו כל שוני ביחס לנאמר בסעיף קודם

י שרשור השורות או שרשור העמודות "זאת נוכל לעשות בין היתר גם ע. MNנוכל לסדרו כוקטור באורך 

י " עפ(lexicographic ordering) או סידור לקסיקוגרפי column/row stackתהליך זה קרוי . בזו אחר זו

 . ממחיש תהליך סידור זה2.2ציור . עמודות\שורות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ) למעלה( סידור לקסיקוגרפי מבוסס שורות – 2.2ציור 

}לתמך ) למטה(ועמודות  }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω 

1        2        3        4 

5        6        7       8 

  9       10     11       12 

     13      14     15       16 

1        5        9       13 

2        6       10      14 

  3        7       11      15 

      4       8        12      16 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10
11
12
13
14
15
16

m 

n 

 המרה לפי
1Mnmi ++= 

 

 המרה לפי
Nm1ni ++=

 

i 



 מימד- עיבוד אותות בדו– 2פרק 

 -30- 

לת לעשות שימוש בכלים היתרון הגדול בדיון על תמונות דיסקרטיות עם תמך סופי הוא היכו 

אשר כזכור  (Hכל מערכת ליניארית : נטען כאת את הטענה הבאה. כפי שנראה מיד, מאלגברה ליניארית

בהינתן תמונת כניסה בגודל . ניתנת לתיאור כמטריצה) h[m,n,k,j]י תגובתה להלם "מאופיינת ע

11 NM על תמונה זו מופעלת מערכת ליניארית ומוצאה היא . 11NMמומרת תמונה זו לוקטור בגודל , ×

22תמונה בגודל  NM המטריצה המתארת את פעולת המערכת . 22NMהמומרת לוקטור בגודל , ×

י תגובת "חד ערכי ע- מטריצה זו נקבע באופן חדתוכן.  עמודות11NM - שורות ו22NMתהיה בגודל של 

י מטריצה אינו חדש ונדון כבר באותות "רעיון זה של ייצוגה של מערכת ליניארית ע. ההלם של המערכת

 .מימדיים-כאן נרחיב את הדיון לאותות דו. מימדיים-ומערכות חד

 

 את התמונה לאחר הסידור f-אם נסמן ב! טענה זו אינה כה דרמטית כפי שהיא נשמעת

fg יוצרת וקטור חדש שיסומן fHהמכפלה ,  את מטריצת המערכתH-וב, הלקסיקוגרפי H= . דבר

ושתיהן , כששתיהן בגדלים הנכונים, ראשון בו נבחין הוא שלמערכת נכנסה תמונה ויצאה תמונה

 H מהמטריצה i - בנוי כמכפלה של השורה הg  בוקטור i -האיבר ה. פימסודרות בסידור לקסיקוגר

 לפי, fבוקטור 

 

∑=
=

11NM

1k
kk,ii fg H 

 

מה . ובכך בפועל מתקבל שכל פיקסל בתמונת המוצא הוא צירוף ליניארי של פיקסלים מתמונת הכניסה

 . נענה על שאלה זו דרך דוגמה בסיסית? כיצד נקבע אותו? Hבאשר לתוכן של המטריצה 

 

 מעל השריג g[m,n] - וf[m,n]נניח כי  אנו עוסקים בתמונות : 2.5דוגמה 

{ }1n0,1m0|]n,m[ ≤≤≤≤=Ω) ונניח אופרטור כללי  ).  פיקסלים2 על 2תמונות של , כלומר 

 

{ } ∑∑==
k j

]j,k,n,m[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 

.  נמחיש תחילה כיצד תיראה השורה הראשונה.קוגרפי לפי עמודותנניח כי אנו עוסקים בסידור לקסי

 ל מתקבל"לפי הקשר הנ. g[m,n] של [0,0] -שורה זו בונה את האיבר ה
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]1,1,0,0[h]1,1[f]1,0,0,0[h]1,0[f]0,1,0,0[h]0,1[f]0,0,0,0[h]0,0[f

]j,k,0,0[h]j,k[f]0,0[g
k j

 

 

  בכללה נותנת את הקשר הבאHלא קשה להשתכנע שהמטריצה 
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בו יש שישה ערכי , מונת המוצא אנו רוצים לקבל מעל תמך שונהנניח כעת כי את ת, כהמשך של דוגמה זו

} -מוצא במקום ארבעה  }1n0,2m0|]n,m[g ≤≤≤≤=Ω .ל תיתן"חזרה על התהליך הנ 
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 .כשניתן לראות כי ארבע מהשורות במשוואה מטריצית זו חוזרות בדיוק על קשרים מהמשוואה הקודמת

 

 קבועים [m,n] עבור H[m,n,k,j]. גם ברור מה יקרה בתמונות גדולות יותרל "מתוך הדוגמה הנ

מספרה של שורה זו יהיה במקרה הכללי .  במוצא[m,n] -ימלאו את השורה המתייחסת לאיבר ה

Mn1mi הערכים בתוך השורה יסודרו לפי הסידור הלקסיקוגרפי של האינדקסים של תמונת . =++

 . הכניסה

 

נניח כי נתונות לנו שתי . ל היא נושא הצירוף בין מערכות"ה מעניינת שנובעת מהתיאור הנתכונ 

הפעלת שתי . 2H - ו1H) בתיאור מטריצי שלהן ולגודל זהה של תמונת כניסה ומוצא(מערכות ליניאריות 

 המערכות על אותה כניסה וסיכום המוצאים ייתן

 

[ ]fffggfg,fg 2121212211 HHHHHΗ +=+=+⇒== 
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זה לא מפתיע כי סיכום המערכות כמוהו . כך שסיכום מוצאי המערכות כרוך בעצם בסיכום המטריצות

 . כמו סיכום פונקציות התגובה להלם בשל הליניאריות

 

מערכות שתמונת הכניסה באותו גודל של תמונת , דהיינו, עבור מערכות ריבועיות, באופן דומה

  המערכות בזו אחר זו נותןשרשור, היציאה

 

fgg,fg 1212211 HHHΗ === 

 

. והפעם קיבלנו כי יש להכפיל את המטריצות זו בזו כדי לקבל מערכת אפקטיבית אחת עם אותה פעולה

כלומר , כ לא מתחלפות במכפלה"תכונה ידועה באלגברה ליניארית היא שמטריצות ריבועיות בד

1221 HHHΗ תרגמת לכך שלא ניתן במקרה הכללי להחליף סדר הפעלתן של מערכות אמירה זו מי. ≠

הזכרנו קודם כי מערכות ליניאריות קבועות , עם זאת.  החלפה כזו צפויה לתת תוצאה שונה–ליניאריות 

זה מעורר את השאלה מה מיוחד במטריצות המייצגות . במקום ניתנות להחלפה ללא פגיעה בתוצאה

-h[m,n,k,j]=h[m-k,nמערכת קבועה במקום מאופיינת בקשר , כזכור? קוםמערכת ליניארית קבועה במ

j] .נחזור לדוגמה הקודמת ונראה כיצד נראית מטריצה זו לתמונה קטנה. 

 

נניח כעת שהמערכת קבועה במקום ולכן מתקיים הקשר שהוזכר , 2.5 בהמשך לדוגמה :2.6דוגמה 

) לקלט ופלט מעל אותו תמך(מטריצה שהתקבלה הצבת תכונה זו ב. h[m,n,k,j]=h[m-k,n-j]:  למעלה

 תיתן את המטריצה הבאה
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 : נקבל2.5עבור החלק השני של דוגמה 
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,  במקרה הראשון2 על 2ל ניכר אם מסתכלים על ארבעת חלקיה בגודל "הייחוד במטריצות הנ

בו ערכי האיברים , בלוק כזה הוא בעל מבנה טופליץ-כל תת. במקרה השני 2על ) שורות (3ובלוקים בגודל 

המטריצה אותה קיבלנו בדוגמה היא בעלת מבנה . 2.3כמתואר בציור , על האלכסונים הראשיים זהים

הבלוקים , ואם בנוסף, מבנה זה מתקבל אם כל בלוק במטריצה מהווה מטריצת טופליץ. טופליץ-בלוק

 ). שלאורך אלכסונים ראשיים הבלוקים זהים(פליץ עצמם ערוכים בצורת טו

 

אנו צפויים לקבל כי מערכת ליניארית קבועה במקום הפועלת על תמונה בגודל , במקרה הכללי

11 NM 22 ומניבה תמונה בגודל × NM .  עמודות11NM שורות על 22NMתתואר כמטריצה בגודל  ×

12 -מטריצה זו תחולק ל NN 12בלוקים כשכל אחד בגודל  × MM והסדר ביניהם ,  ובעל מבנה טופליץ×

 .הוא כשל מבנה טופליץ
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 בעלת מבנה בלוק המטריצה המתארת מערכת ליניארית קבועה במקום הינה: לסיכום ביניים

נראה זאת דרך .  התשובה היא לצערנו עדיין לא–האם מבנה זה מספק את תכונת ההחלפה . טופליץ

 .הדוגמה הבאה

 

 .ניקח שתי מטריצות טופליץ ונכפול אותן זו בזו בשני הכיוונים: 2.7דוגמה 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 25 ערכים מאפיינים את כל 9רק . 5 על 5 מבנה כללי של מטריצת טופליץ בגודל – 2.3ציור 
הרי , ל הוא עצמו מטריצת טופליץ"אם כל איבר במטריצה הנ. כניסותיה של המטריצה

 .טופליץ-שהמבנה המתקבל הוא מבנה של מטריצת בלוק

3.0    1.0    0.8    0.0 
1.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    1.0    3.0    1.0 
0.0    0.8    1.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
1.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    1.0    2.0    1.0 
0.0    0.5    1.0    2.0 

7.4    5.8    4.1    1.3 
5.5    8.4    6.3    4.1 
4.1    6.3    8.4    5.5 
1.3    4.1    5.8    7.4 

= 

3.0    1.0    0.8    0.0 
1.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    1.0    3.0    1.0 
0.0    0.8    1.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
1.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    1.0    2.0    1.0 
0.0    0.5    1.0    2.0 

7.4    5.5    4.1    1.3 
5.8    8.4    6.3    4.1 
4.1    6.3    8.4    5.8 
1.3    4.1    5.5    7.4 

= 



 מימד- עיבוד אותות בדו– 2פרק 

 -34- 

ומדוע לא , נובע שינוי זהבהמשך נבין מהיכן . המכפלה קרובה מאוד אך לא זהה, כפי שאנו רואים

 . התקבלה יכולת החלפה כמקובל באותות בעלי תמך אינסופי

 

במקרה זה . ונדון כעת במקרה בו המערכת הליניארית פרידה, נמשיך בקו אותו בנינו עד כה

n[h]m[h]n,m[h[מתקיים  נחזור שוב על הדוגמה הנדונה ונראה כיצד משתנה המטריצה במקרה . =21

 .זה

 

 המטריצה תהיה.  נניח כעת שהמערכת גם פרידה, )החלק הראשון (2.6 בהמשך לדוגמה :2.8ה דוגמ
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 בין שתי מטריצות (Kronecker)קשה לראות זאת אך ישנה כאן מכפלת קרונקר ? ל"מה מיוחד במבנה הנ

  בצורה2 על 2בגודל 
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 עבור החלק השני של הדוגמה יתקבל, באופן דומה
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 ).יש לשים לב ולהיזהר מכך שבחרנו באותו סימון לקונבולוציה ולמכפלת קרונקר(

 

אנו צפויים לקבל כי מערכת ליניארית קבועה במקום ופרידה הפועלת על תמונה , במקרה הכללי

11בגודל  NM 22 ומניבה תמונה בגודל × NM  11NM שורות על 22NMתתואר כמטריצה בגודל  ×

12כמכפלת קרונקר של מטריצות בגודל מטריצה זו תיבנה . עמודות NN 12 - ו× MM  כשכל אחת מהן ×

 .בשל דרך בנייתה, ברור כי למטריצה הכוללת יהיה מבנה בלוק טופליץ. בעלת מבנה טופליץ

 

שה הרי שקונבולוציה עם תגובת הלם פרידה פירו, אם נחזור ליסודות. ל אינו מקרי"הפירוק הנ

 הקשר הבא

 

{ } ∑ −∑−∑ =−−∑==
k

2
j

1
k j

]jn[h]j,k[f]km[h]jn,km[h]j,k[f]n,m[fH]n,m[g 

 
כיצד תכונה זו באה לידי ביטוי . וכבר נאמר בפרק זה כי קשר זה משמעו פעולה נפרדת על עמודות ושורות

 .נמחיש כיצד הדבר פועל, שוב דרך דוגמה, ובכן? בייצוג מטריצי

 

 על 2אותה כמטריצה בגודל והפעם נחזיק , f[m,n], ניקח את תמונת הכניסה מדוגמה קודמת: 2.9דוגמה 

 לפי, 2









=

]1,1[f]0,1[f
]1,0[f]0,0[f

f 

 

, נניח כי רצוננו להפעיל את המערכת הליניארית הקבועה במקום ופרידה כפי שתואר בדוגמה הקודמת

, וניתן, הקשר הבא מתאר כיצד תפעל מערכת זו.  עמודות2 שורות על 3לשם יצירת תמונת מוצא בגודל 

 את נכונותה של המשוואהי פתיחת המכפלות לוודא "ע
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 ניתן לראות –מבצעת פעולת סינון שורות לתמונה ) 2 על 2בגודל (המטריצה כופלת את התמונה מצד ימין 

, באופן דומה. ואבחנה כי נוצרו צירופים ליניאריים של  פיקסלים באותה שורה, י פתיחת המכפלה"זאת ע

 .נון עמודותהמכפלה מצד שמאל מבצעת סי
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כשפלשה , עד כה.  נושא אחרון בו נדון במסגרת סעיף זה היא פעולת הקונבולוציה הציקלית 

כעת מציע גישה שונה הקרויה המשכה מחזורית . הנחנו כי מחוצה לו ישנם אפסים, תגובת ההלם מהתמך

}בהינתן תמונה המוגדרת על התמך . של התמונה }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω , נגדיר את

 :ערכיה בכל מקום במישור באופן הבא

 

[ ]

 −≤≤−≤≤

=
otherwiseNmodn,Mmodmf

1Nn0,1Mm0]n,m[f
]n,m[f 

 

 . 4 על 3 מתאר תהליך זה לתמונה בגודל 2.4ציור 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ואנו מניחים כאן (ובין תגובת הלם ) לאחר המשכה מחזורית(פעולת הקונבולוציה בין תמונה כזו  

 י הביטוי הבא" עתתקבל, )מערכת לינארית קבועה במקום

 

∑ ∑ −−=
−

=

−

=

1M

0k

1N

0j
c ]Nmod)jn(,Mmod)km[(h]j,k[f]n,m[g 

 

 נותנת שכפול לפי הקשר modהפעולה . הקרוי קונבולוציה ציקלית MM/mmMmodm ופעולת , =−

 -ה *עבור , כדוגמה.  היא פעולת הערך השלם הגדול ביותר מלמטה לערךm עד 0 בתחום M-1 , הערך

 mod M=M  ,-2 1-, לערכים שליליים. mod M=1, M mod M=0 (M+1), ן דומהבאופ. לא משתנה כלל

mod M=M-1 ,היא בפועל כופלת , כך יוצא שכאשר התגובה להלם פולשת מצד אחד של התמך. 'וכו

 כשהפעם אנו מבצעים קונבולוציה ציקלית, נחזור על דוגמאות קודמות. איברים מצידו האחר

 

לתמונה תמך , בדוגמה זו.  המשכה מחזורית של תמונה בתמך סופי– 2.4ציור 
פלת ההמשכה המחזורית משכ.  פיקסלים המתוארים ברקע בהיר4 על 3של 

 מבנה זה שוב ושוב על פני כל המישור
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} מעל תמך f[m,n]מונת כניסה  אנו מתייחסים לת:2.10דוגמה  }1n0,1m0|]n,m[ ≤≤≤≤=Ω ,

} מעל השריג g[m,n]ונתעניין בערכי המוצא   }1n0,2m0|]n,m[g ≤≤≤≤=Ω . נניח כי אנו עוסקים

שורה זו בונה את האיבר .  נמחיש תחילה כיצד תיראה השורה הראשונה.בסידור לקסיקוגרפי לפי עמודות

 ל מתקבל"לפי הקשר הנ. g[m,n] של [0,0] -ה
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]2modj,2modk[h]j,k[f]0,0[g
k j

 

 

  בכללה נותנת את הקשר הבאHוהמטריצה 
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המבנה אפילו יותר ייחודי מאשר , למעשה. כמקודם, גם הפעם למטריצה מבנה בלוק טופליץ, כפי שרואים

ורה ראשונה של ש, במבנה זה. (Block-Circulant) המבנה כעת בלוק סיבובי –בלוק טופליץ כללי 

 ממחיש 2.5ציור . ערך שנפלט ימינה נכנס משמאל. י סיבוב משמאל לימין"ע, המטריצה מכתיבה את כולה

י בלוקים שכל "סיבובי מתקבלת ע-מטריצה בעלת מבנה בלוק, גם הפעם. דרך בנייתה של מטריצה כזו

 .סיבובי-וסדר הבלוקים הוא בלוק, סיבובי-אחד מהם הוא בלוק

 

 במקרה זה מתקבל. כשאנו מניחים כי במערכת פרידה, דיון בדוגמהנמשיך את ה
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. מימדיות הינן סיבוביות בעצמן-והפעם יצא כי המטריצות הקטנות המתארות פעולות חד

הדוגמה הבאה ממחישה . ההחלפהסיבוביות מקיימות את תכונת -מטריצות סיבוביות או מטריצות בלוק

 .תכונה זו

 
 .ניקח שתי מטריצות סיבוביות ונכפול אותן זו בזו בשני הכיוונים: 2.11דוגמה 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

. מתקבל כי מטריצת התוצאה אף היא סיבובית, יתרה מכך. התוצאה זהה, כפי שאנו רואים

לית הינן יחדיו קונבולוציה עובדה זו מתלכדת עם כך ששרשור מערכות המתארות קונבולוציה ציק

 .ציקלית חדשה

 

 ) צד שמאל(אם בטופליץ . 5 על 5 מבנה כללי של מטריצה סיבובית בגודל – 2.5ציור 
 .  בלבד מאפיינים אותה5) צד ימין(הרי שהפעם ,   ערכים את המטריצה9איפיינו 

 הרי שהמבנה , סיבובית-ל הוא עצמו מטריצה בלוק"אם כל איבר במטריצה הנ
 .סיבובית-בל הוא מבנה של מטריצת בלוקהמתק
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3.0    1.0    0.8    0.0 
0.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    0.0    3.0    1.0 
1.0    0.8    0.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
0.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    0.0    2.0    1.0 
1.0    0.5    0.0    2.0 

6.4    5.0    4.1    1.3 
1.3    6.4    5.0    4.1 
4.1    6.3    6.4    5.0 
5.0    4.1    1.3    6.4 
 

= 

3.0    1.0    0.8    0.0 
0.0    3.0    1.0    0.8 
0.8    0.0    3.0    1.0 
1.0    0.8    0.0    3.0 

2.0    1.0    0.5    0.0 
0.0    2.0    1.0    0.5 
0.5    0.0    2.0    1.0 
1.0    0.5    0.0    2.0 

6.4    5.0    4.1    1.3 
1.3    6.4    5.0    4.1 
4.1    6.3    6.4    5.0 
5.0    4.1    1.3    6.4 

= 



 ימדמ- עיבוד אותות בדו– 2פרק 

 -39- 

 לאותות בתמך סופי) DFT( התמרת פוריה דיסקרטית 2.6

 

נעבור כעת , וניוונה לטיפול באותות דיסקרטיים, כהמשך ישיר לתיאור התמרת הפוריה הרציפה 

 מעל f[m,n]נתונה לנו תמונה . לדון באותות דיסקרטיים בעלי תמך סופי

}התמך }1Nn0,1Mm0|]n,m[ −≤≤−≤≤=Ω .אותות שימוש ישיר בהגדרת התמרת פוריה ל

 מניבה, וניצול העובדה שהתמך סופי, דיסקרטיים

 

( ) { } ( ){ }∑ ∑ θ+θ−==θθ
−

=

−

=

1M

0m

1N

0n
21D21 nmjexp]n,m[f]n,m[fF,F 

  

 י "וההתמרה ההפוכה נתונה ע

( ){ } ( ) ( ){ } 212121221
1

D ddnmjexp,F
4

1,FF]n,m[f θθθ+θθθ∫∫
π

=θθ=
π

π−

π

π−

− 

 

נוצר כאן , אבל. זוהי חזרה על טיפול באותות דיסקרטיים ללא תמך סופי, ובכל הנאמר לעיל אין כל חדש

ברור כי אות דיסקרטי . ותות רציפים נוצרה התמרה רציפהלא, בתחילה: תהליך מעניין שניתן לניצול

, ואמנם. ולכן אך טבעי הוא שנקבל פישוט מה בהתמרת הפוריה שלו, מכיל פחות מידע מאות רציף

כך שעלינו להתעניין בה רק בריבוע , התמרת פוריה של אות דיסקרטי נמצאה להיות מחזורית

[ ] [ ]π+π−×π+π− על אותות דיסקרטיים בעלי תמך סופי שפירושו כי ישנם מספר עברנו לדבר , כעת. ,,

ההתמרה , עם זאת. ולכן גם את ההתמרה שלו, סופי וידוע של דגימות המגדירות לחלוטין את האות

]נותרה בינתיים כפונקציה רציפה מעל הריבוע  ] [ ]π+π−×π+π− אם נגדיר . וברור כי ישנו כאן בזבוז, ,,

. נראה כי אז שימרנו את עושרו של האות,  ערכים בלבד בתדרMN כך שיתקבלו את ההתמרה במקרה זה

  באופן הבא(Discrete Fourier Transform – DFT)מגדירים התמרת פוריה הדיסקרטית , ואמנם
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F),(ל בוחרת להתעניין בערכי "ההגדרה הנ 21 θθ רק בנקודות [ ]N2,Mk2 11 lπ=θπ=θ . כפי שניתן

]k,[לערכים , לראות lיוצא כי רק , כך שלעניינינו,  מחוץ לתחום התמך מתקבלת מחזוריותMN  ערכים 

 י "ההתמרה ההפוכה נתונה ע. מגדירים במלואה את ההתמרה
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 מקובל להשתמש בסימון DFT -כשדנים ב






 π

=
N

k2jexpWk
N . אז ההתמרה וההתמרה ההפוכה נתונות
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מסתבר כי ההתמרה המוצעת הינה ?  הערכים המוצעים מספיקים להגדרת ההתמרה MNמדוע 

 ברישום מטריצי מהצורה , דהיינו, )עד כדי קבוע(אורתונורמלית 
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י "נתון ע(היפוכה קיים ופשוט , לכן).  חסר הקבוע–שוב (ינה מטריצה יוניטרית מטריצת ההתמרה ה

מטריצה .  דגימות הכניסה באופן מלאMNערכי ההתמרה מתארים את  MN סידרת , לכן). שחלוף וצמוד

נקבל כי ,  מטריצה בלוק סיבוביתHאם , כלומר,  מלכסנת מטריצות בלוק סיבוביותMN על MNזו בגודל 

*WHWנניח כי , ובכן? מדוע זה מעניין.  היא מטריצה אלכסוניתH מייצגת מטריצת תגובה להלם של 

 fמוצא המערכת לתמונת כניסה , אזי. מערכת ליניארית וקבועה במקום הפועלת כקונבולוציה ציקלית

fgי   "נתונה ע H= .כיוון שהמטריצה Hנקבל כי מתקיים הקשר הבא, סיבובית- בלוק 

 

[ ][ ] GFgffg H =∆⇒=⇒= WW*WHWH 

 

 בהתמרת התדר בין כניסה ליציאה קשורים BINכל , לכן.  מטריצה אלכסונית∆Hכאשר המטריצה 

 . בדיוק כפי שקיבלנו במקרה הרציף–י מכפלה בסקלר שהוא תגובת התדר בנקודה זו "ביניהם ע

 

 המבצעת התמרת פוריה ניתנת לכתיבה כמכפלת קרונקר של שתי מטריצות קטנות Wריצה המט 

בזה אין כל חדש כי אנו יודעים כי אפילו התמרת . מימדית-כשכל אחת מבצעת התמרת פוריה חד, יותר

כיוון , הייחוד הפעם הוא בכך שפרידות זו מיתרגמת למכפלת קרונקר. הפוריה הרציפה הינה פרידה

ניתן כמובן להמשיך ולתאר . בשלב זה נעצור את הדיון.  אנו עוסקים בייצוג מטריצי להתמרהשלראשונה

אנו נשוב לדון בנושאים אלו בפרק הדן בהתמרות . ועוד, ייצוגו כפעולה מטריצית, DFT -את תכונות ה

 . 4 פרק –מימד -דיסקרטיות בדו
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י "ע, 1כזכור מפרק . מימדיים- לאותות דוושחזורבפרק זה נציג בהרחבה את הנושאים דגימה  

חשוב . לאות דיסקרטי, צוג מלא אנו עוברים מאות רציף המחייב שימוש באינסוף סיביות לשם יידגימה

אך ( המיוצג בכמות סופית ת קוונטיזציה על מנת לקבל אותלהבהיר כי יש לבצע על תוצאת הדגימה פעול

 .נושא הקוונטיזציה ייסקר במסגרת הפרק הבא. של סיביות) כ"גדולה בד

 

 

 מימדיים- דגימה אחידה של אותות דו3.1

 

 yD - וxDרצוננו לדגום תמונה זו במרווחים .  f(x,y) נתונה לנו תמונה המיוצגת כאות דו מימדי 

 ולקבל תמונה דגומה 

 

( )yx

y

x

nD,mDf

nDy
mDx

)y,x(f]n,m[f =

=
=

=
 

 

 כך yD - וxDהשאלה המרכזית בה נעסוק במסגרת סעיף זה היא אילו תנאים יש להציב על המרווחים 

נעשה שימוש בתיאור , לצורך מענה לשאלה זו ? f[m,n]  מתוך דגימותיו f(x,y)שניתן יהיה לשחזר את 

 י המכפלה"נקבע כי האות נדגם ע. י מכפלה במסרק הלמים" דגימה ע–ותר לפעולת הדגימה מתמטי נוח י
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( )∑∑ −−δ⋅=
m n

yx ynD,xmD)y,x(f]n,m[f~ 

 

בבואנו ) 1עם קביעה שרירותית של מרווחי הדגימה להיות (בפרק קודם עשינו שימוש בביטוי זה בדיוק 

 – מניפולציה פשוטה אחרת כעת נבצע. להסביר את המקור להגדרת התמרת הפוריה לאותות דיסקרטיים

התמרת הפוריה שלו היא קונבולוציה של , כיוון שהאות בנוי ממכפלה של שני אותות רציפים בעקרון

 לכן. ההתמרות
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-מסרק ההלמים החד. מימדית בשם נוסחת פואסון-ההתמרה על סידרת ההלמים מוכרת בגרסתה החד

 :י מכפלה ספרבילית"די עיממ-מימדי יוצר את המסרק הדו
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) - משוכפלת שוב ושוב במרווחים קצובים בשני הצירים F(u,v)קיבלנו כי הפונקציה  )yx D/1,D/1 . ציור

 חסום פס לתחום המלבן F(u,v) כאשר –מציור זה גם ניכרת התכונה הבאה .  ממחיש תופעה זו3.1

  מקייםF(u,v)נניח כי אמנם . השכפולים לא דורכים זה על זהמתקבל כי , המשוכפל

 


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 ≤≤

=
otherwise0

Vv,Uu)v,u(F
)v,u(F maxmax 

 

 על מנת שהשכפולים לא יעלו זה על זה נדרוש , אזי
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 פירושה הוא שעלינו לדגום מספיק צפוף כדי לכלול כמות מספקת –הדרישה הזו אינה זרה לנו 

 . מימדי-של האות הדושל דגימות לייצוג מלא 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

שכל  (~n,m[f[בהינתן האות הדגום , ובכן? מדוע חשוב לנו למנוע מהשכפולים לעלות זה על זה

  מהצורה LPFי הפעלת מסנן ריבועי "ע. זהו אות רציף הניתן לסינון, )דגימה בו היא פונקצית הלם
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  בעקבות פעולת הדגימהF(u,v) שכפול הפונקציה – 3.1ציור 

u 

v 

F(u,v) 
xD
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yD
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ל אנו "י ההכפלה במסנן הנ"וע, כיוון שהסינון הינו מכפלה בתדר, על אות זה נקבל בדיוק את אות המקור

הרי שביצענו , וכיוון שהיא בדיוק ההתמרה של אות המקור, מבטלים את כל השכפולים למעט זו הראשית

 .בשלמות פעולה הפוכה לפעולת הדגימה

 

לכן השאלה המתבקשת . f[m,n]אלא אות דגום , ~n,m[f[לא נתון לנו האות , מבחינה מעשית 

 י כיתוב מפורש של פעולת השחזור"נענה לשאלה זו ע? היא כיצד בפועל מבצעים את הסינון המשחזר
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 י"המוגדרות ע, מימדיות- דוsincי צירוף ליניארי של פונקציות "השחזור נעשה ע, כלומר

 

x
)xsin()x(sinc

π
π

= 

 

עובר האות  לפיו, מימד-הניתוח שהוצג לעיל אינו אלא הרחבה טבעית של משפט הדגימה לדו

 מרווחי הדגימה הנדרשים צריכים להיות קטנים מהיפוכו של ,ובמקביל להם, דגימה אחידה בשני הצירים

 . פעמיים התדר המירבי בכל ציר

 

 

 מדגימה אחידהחזור  ש3.2

 

פעולה זו נדירה למדי שכן מעט מאוד . צףחזור נועדה לקחת אות דגום ולחזור אל הרפעולת הש

סיון יניתן להתייחס לפעולת השחזור כנ, עם זאת. )אפילו לא הצגתה( על תמונה ברצף יכול להיעשות

ת נוספות כך ששריג הדגימה הסופי יהיה לקחת תמונה דגומה ולייצר דגימו, דהיינו, ולוציההגדיל רזל

גדול יותר של תהליך של יצירת תמונה גדולה יותר אך בעלת מספר . ה של רצףיתן תחושי ויותרצפוף 

 .דגימות תיקרא אינטרפולציה

 

מחייב ביצוע צירוף ת השחזור שהתקבלה קודם לכן חי נוס"עפשחזור מדגימה בנקודה כלשהי 

י " פעולה זו עקרביבים לחיכשמשחזרים , בפועל. ליניארי המערב את כל אינסוף הדגימות הנתונות לנו

בדומה לנלמד עבור אותות ,  קיימות מספר אפשרויות מעשיות.שימוש בצירוף ליניארי בתמך מוגבל וסופי

 . מימדיים-חד
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yxהחלפת כל דגימה בפונקציה מלבנית בגודל פשוט ביותר מציע השחזור ה DD ממורכזת  ×

נות אין אך עבור תמו, Zero Order Hold -זהו ה. ערך הדגימהבעלת גובה קבוע ששווה ל,  הראשיתסביב

כשהוא מיוצג (האות הדיסקרטי , בפועל. הראשיתסימטרית סביב ציה קהפונ דרישה לסיבתיות ולכן

לציה אינטרפו כשתהליך זה מבוצע ל. עובר קונבולוציה עם פונקציה זו)כמטריצת הלמים בגבהים שונים

 תהליך –כל שורה וכל עמודה פעמיים נקבל כי פשוט עלינו לשכפל , רבכל צי 2התמונה פי שם הגדלת ל

י העתקת השכן "כיוון שהערכים החסרים ממולאים ע, Nearest Neighborאו , Pixel Replicationהקרוי 

 על 21 בגודל מימדי-ת סינוס דו תהליך זה עבור תמונית תוצאת ממחיש כיצד נרא3.2  ציור.הקרוב ביותר

 . בכל ציר10ה פי  שעברה הגדל21

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

הנבנית ממכפלת שתי פונקציות , דיתמימ-אפשרות טובה יותר היא הפונקציה המשולשת הדו

מימדית -דוקציה הכופלות זו את זו  ליצירת פונ, מדיות סימטריות סביב הראשיתמי-משולשות חד

קודות  בנ0 -ת ו בראשי1מקבלת גובה עבור הציר האופקי  הפונקציה המשולשת .יליתספרב

{ }xx D,D והשימוש בו מאוד , Bilinear Interpolationפונקציה זו לאינטרפולציה קרוי שימוש ב. −+

} דגימות סמוכות 4עבור . פופולרי }]1n,1m[f],1n,m[f],n,1m[f],n,m[f  ניתן להראות כי ++++

 י"הריבוע נתון עערך המצוי בתוך 
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כפי שמתואר ,  יחסית לאורך הדגימהy - והx - הנותנים את מיקום ה1 - ל0ן  הם ערכים בי,βαכאשר 

 . 3.3בציור 

 

. 3.2מציור  על אותה דוגמה 3.4י אינטרפולציה ביליניארית נתונה בציור "לת תמונה עדגתוצאת ה

ית חלקה  כיוון שהתמונה המקורמצוינתה זו צאה עבור דוגמהתו.  הוא עצוםכפי שניתן לראות השיפור

 . ל רצףים אלכסוניים הנותנים תחושה שווממלאת את החסר בקנטרפולציה ביליניארית יוא, מאוד

 

 Pixel Replicationי "ע 10פי תמונה  ית  אינטרפולצי– 3.2ציור 
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. אך אנו נעצור את הדיון בשלב זה, רפולציהניתן להמשיך ולתאר עקומים מסדר גבוה יותר לאינט

תוך שימור שפות שאל כיצד להגדיל תמונה כשנבא בהמשך המשך ישיר של השיטות שהוזכרו כאן יו

 .ופרטים

 

 

  תופעת הקיפול בתמונות3.3

  

, זה לתוך זה,   הינה פלישה של השכפולים בתדר כתוצאה מדגימה- Aliasing –תופעת הקיפול 

תופעת הקיפול מתרחשת כאשר . וברור כי במקרה כזה לא ניתן לשחזר את האות המקורי ללא מידע נוסף

כפי שנראה , למשל. ואינו מקיים את דרישת הסף שהוזכרה בסעיף קודם, מרווח הדגימה גדול מידי

דגימתו בכל מרווח שהוא חייבת , לכן. אות בעל תמך סופי במקום אינו יכול להיות חסום תדר, בהמשך

 . ממחיש מקרה עם תופעת קיפול3.4ציור . להניב את תופעת הקיפול

 

 ביליניאריתנטרפולציה  אי– 3.3ציור 

f[m,n] f[m+1,n] 

f[m,n+1] 

α

f[m+1,n+1] 

β

f(x,y) 

אינטרפולציה ביליניארית להגדלה פי  תוצאת – 3.4ציור 
  בכל ציר10
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האם פירוש הדבר ! ותמיד נרצה לדגום אותן, ת ובכאלה בעלי תמך סופיבאופן טבעי נטפל בתמונו

כמה גדול הנזק ? כיצד תתבטא אותה תופעה בתמונות אלו אחר דגימה, ואם כן? שנסבול מתופעת הקיפול

בהחלט ניתן , אולם. לאותות מעשיים לא ניתן להניח התנהגות חסומת תדר, ובכן? )אם בכלל( שייגרם 

, לכן). DC -ה(של התמרת הפוריה דועכת ואפילו מהר כשמתרחקים מראשית הצירים להניח כי העוצמה 

כיוון שפלישתו של זנב ההתמרה , גם אם חלה פלישה של השכפולים אין פירוש הדבר נזק גדול בהכרח

 . 3.5מימדי בציור -כפי שמתואר למקרה חד, שנה רק במקצתת
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F(u,v) 

xD
1

yD
1

  דגימה עם מרווח לא מספק ותופעת הקיפול– 3.4ציור 

  תופעת הקיפול כתוספת בזנבות ההתמרה– 3.5ציור 
 תדר

 עוצמה



  של תמונותושחזור דגימה – 3פרק 

 - 48 -

 

ותתקבלנה תופעות , השפעתו תתבטא בתמונה הדגומה,  בכל זאת הזנב אינו כה חלש אנרגטיתאם

תופעת הקיפול הינה במהותה תופעת התחזות בה תדר . המוכרות שהיבטים שונים של תופעת הקיפול

אם הדגימה נעשית , לשם דוגמה. מרחבי מעל הסף האפשרי מתחזה לתדר נמוך המצוי בתמונת ראי לו

 מחזורים 5פירוש הדבר שהתדר המירבי המותר לאות הוא , )ביחידות אורך כלשהן (0.1ל במרווח ש

תדר זה יופיע בדגימה כשהוא .  מחזורים בשניה8נניח כי האות הנדגם כלל גם מרכיב בתדר . ליחידת אורך

 . ממחיש תהליך זה3.6ציור ). 8 לערך 5תמונת הראי סביב ( מחזורים לשניה 2 -מתחזה ל

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

, )אין בה תופעת קיפול, כלומר( נתונה תמונה דיסקרטית אשר נדגמה בצפיפות מספקת 3.7בציור 

לקיחת כל פיקסל שני מכל שורה , לדוגמה. י דילול פשוט ביחסים שלמים"דגימות שלה ע-ולצידה תת

אך , דל שונההתמונות השונות הינן בגו. לופשניה יוצר תמונה קטנה פי ארבע המתייחס למרווח דגימה כ

 כפי שניתן לראות על פניו של הבית .י מתיחה פשוטה הגורמת לשכפול פיקסלים"דל אחיד עמוצגות בגו

אפקט נוסף ניתן לאבחנה . קיפול קלאסי אפקט –נוצר תדר שונה לכל מרווח , התמונהבצד שמאל של 

ים יותר חוזרים להיות ולבמרווחים גדיוצאים במרווח מסויים מטושטשים ום שם ניכר כי איזורי, בגדר

ופעת שינון של שפות חדות המצויות מלבד שתי תופעות לאה ניכרת גם ת. אפקט של קיפול גם – פעילים

 . ובגגותורת כמו במגדלבזוית אלכסוני

 

על מנת להימנע ממנה בתהליך . קהתופעת הקיפול היא תופעה מטרידה כשהיא בעוצמה חז

מת תדר באופן ו אשר יהפוך את התמונה הנתונה לחס)LPF(ים כומ מעביר נפעיל מסנןנדרש לה, הדגימה

 הפעם חזרנו על הניסוי של ציור.  ממחיש אפקט זה3.8ציור . ורק לאחר מכן לבצע את הדילול, אפקטיבי

בנושא תכנון  דיון –במסגרת זו לא נאמר מהו המסנן שהופעל . ל ביצענו סינוןדילוהכשלפני פעולת , 3.7

 האפשר את עביר טוב ככלהברור כי על מסנן זה לנאמר רק כי  .גרת פרק אחרמסנן נאות יינתן במס

יה של יכי בשל אופכמו כן ברור . זהטוב ככל האפשר מתדר סף  לחסוםו, מסויםהתדרים הנמוכים עד סף 

ניתן שי פכ. ת שונהכשתדר הסף בכל ציר עשוי להיו, ון כמסנן ספרביליהמסנן הנדרש ניתן לתכנ, הדגימה

 .תיתכל התופעות שהוזכרו נעלמו או דוכאו בצורה משמעוי  כלראות

 

 

מחזורים ליחידת  8האות המקורי הינו בתדר . דימימ-ל לאות חדהקיפו תופעת – 3.6ציור 
 .4נמוך פי  התחזות לתדר דות מרחק מניבה יחי0.1הדגימה במרווח של . מרחק
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למעלה . מקור תמונת – למעלה בצד ימין :המחשת תופעת הקיפול – 3.7ציור 
במרווח גדול  דגימה –למטה בצד שמאל . במרווח כפול דגימה –בצד שמאל 

 .במרווח גדול פי ארבע דגימה –למטה בצד ימין . 3פי 



  של תמונותושחזור דגימה – 3פרק 

 - 50 -

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

תמונה . ה שלה לשם המחשת תופעת הקיפולדגימ-מקור ותתתמונת  – 3.5ציור 
משמאל . ה במרווח כפולמונה הגדומלימינה ת. עלה היא תמונת המקורשמאלית למ

 פי ארבעומימין למטה מרווח גדול , 3ומה במרווח גדול פי למטה תמונה הדג
נאות   LPF כשלפני פעולת הדילול מבוצע מסנן 3.7על ציור  חזרה – 3.8ציור 

 לקיצוץ התדרים הגבוהים


